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1. Introducciéon

Los robots paralelos son cadenas cineméticas cerradas cuyos movimientos son generados a través
de articulaciones que se relacionan entre si por medio de eslabones conectados en un punto comn,
conocido como efector final [1].

Figura 1.1: Ejemplo de un robot paralelo tipo Delta [2]

A diferencia de los robots que son cadenas cinematicas abiertas (e.g. robots industriales), los
grados de libertad de un robot paralelo no se definen solo por el niimero de articulaciones, sino por
los movimientos que se pueden realizar en el efector final. Ya que este se mueve linealmente sobre los
ejes (z,y, z), se considera que un robot paralelo tiene tres grados de libertad, aunque pueden existir
algunos sistemas que generen rotaciones en el efector final, lo que incrementa el nimero de grados
de libertad del sistema.

1.1. Sobre la Notacion Utilizada

El estudio de sistemas dindmicos con miltiples cuerpos rigidos requiere de una utilizar una
notacion que permita describir donde comienza y termina un vector, ademéas de considerar desde
qué punto es visto dentro de un espacio tridimensional. Para simplificar esto, se propone utilizar la

siguiente notaciéon
2z —wisto desde
Ty/ac - rhasta/desde

Por ejemplo, si existe un cuerpo rigido que tiene un marco de referencia moévil i acoplado a él
(figura 1.2), la posicion de este ultimo se describe como

-0 —se ve desde
Ti/0 - "termina/comienza

Figura 1.2: Ejemplo de la notacién utilizada.

Esta notacion se explica detalladamente en [3].



1.2. ;Coémo Citar este Documento?

Al ser un documento abierto para cualquier lector (tipo white paper), este puede citarse de la
siguiente manera

» Formato APA

Zenteno-Lara, D. (2022). Andlisis Cinemdtico y Dindmico de Robots Tipo Delta [White paper].
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2. Cinematica Directa

Un robot paralelo esta conformado por un conjunto de cadenas cineméaticas {a;,l;} donde todas
son iguales entre si. Estas parten del marco de referencia inercial y terminan en el punto marcado
en la siguiente figura

Figura 2.1: Representacion cinemética de un robot paralelo [2]

Los eslabones que se encuentran debajo de la marca en la figura anterior no son considerados
parte de la cadena cinemaética, pero esto no significa que no sean afectados por los movimientos
de las articulaciones. Estos eslabones, con una longitud fija v; € R, se consideran virtuales porque
el calculo de sus movimientos depende del calculo de las raices de una ecuacién, cuyos resultados
pueden ser reales (positivos y negativos) e imaginarios. En general, el procedimiento para conocer la
posicion del efector final puede describirse, de forma generalizada, como se enlista a continuacion:

1. Estudiar la cinematica directa H?/o de la i-ésima cadena cinemética, dependiente de la articu-
lacion alineada con cualquier eje del marco inercial

a) Rotar la matriz de transformacion homogénea obtenida anteriormente de acuerdo al ni-
mero de articulaciones en el robot

2. Definir la relacion geométrica entre el extremo de la i-ésima cadena cinematica y el extremo
del robot

3. Resolver las ecuaciones que definen la relacion geométrica previamente establecida. El resultado
sera la posicion del extremo del robot.

Sin embargo, antes de comenzar con el calculo, es importante definir el nimero de articulaciones en el
sistema y la separacién angular entre ellas; comtnmente, estos robots constan de tres articulaciones,
separadas %71’ radianes como se muestra a continuacién



Figura 2.2: Ejemplo de separacién angular entre las articulaciones de un robot paralelo

Se debe enfatizar que este analisis es valido para CUALQUIER ROBOT, sin embargo, los
resultados SIMBOLICOS, e.g. ecuacién (2.8), son validos UNICAMENTE para robots
paralelos cuyo marco inercial tiene al eje z apuntando hacia arriba, y al eje y alineado
con una de las tres articulaciones. De otra forma, debes seguir el mismo procedimiento, pero
cambiando algunos términos en las ecuaciones (2.5) y (2.9) y en todas aquellas donde se involucre
un movimiento respecto al marco inercial, lo que llevara a resultados completamente distintos a los
mostrados aqui.

2.1. Analisis de la 7-ésima cadena cinematica

Existen multiples formas de analizar las cadenas cinematicas {a;,[;}, ya sea de forma individual
o en conjunto. La mas sencilla es estudiando aquella cadena que se encuentra alineada con algtn
eje del marco inercial y replicar el resultado al multiplicarlo por una matriz de rotacion. De forma
generalizada, el nimero de cadenas cineméticas se define como i = 1,2, 3, ..., ademés, basdandose en
la figura 2.1, se escoge la articulacion alineada con el eje inercial y como el punto de partida del
problema a resolver. Por lo tanto, la cinemética directa se puede definir con la siguiente ecuacion

H?/O = T*ai,yR&,*foli,z, (21)

donde H?/O, T_a,2 Re; -2y T—1,2 € R**4 son matrices de transformacién homogénea, comenzando
por la representaciéon de la posicion de la ¢ - ésima cadena cinematica, una traslacion a; € R
sobre el eje y inercial, ademés de una rotacion sobre el eje x inercial (en sentido negativo) para la
articulacion 6; € R y una traslacion sobre el eje z inercial en funcién de la longitud [; € R del eslabon
(respectivamente).

1 0 0 O
o1 0 —a
Tww=10 01 ol (2.2)
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cos(;) sin(f;) O
Ros,—o = 0 —sin(6;) cos(6;) 0|’ (2.3)
0 0 0 1



1 00 0
010 0

Tw-=1y o 1 L (2.4)
000 1

Para generalizarlo al resto de las cadenas cinematicas, basta con multiplicar el lado derecho de la
ecuacién por una matriz de rotacion Ry, , € R**4 sobre el eje z:

H?/O = R¢i72T—amyR97‘,,—rT—li,27 (25)

con ¢; € R, que representa la separacion angular de la i-ésima cadena cinematica respecto a la
anterior, esto se puede interpretar como

cos (¢;) —sin(¢p;) 0 0
sin (¢;) cos(¢;) 0 O
Ry, . = 0 0 1 ol (2.6)
0 0 0 1
entonces, la ecuacion (2.5) se expande de la siguiente manera
H?/O =Rg,,: T, yRo,,T—1, .2
[cos (¢;) —sin(e;)) 0 0] [1 0 0 O 1 0 0 0] [t 0 0 0
_ |sin(¢;) cos(¢;)) O 0Ol |0 1 O —a;| [0 cos(f;) sin(f;) 0] |0 1 0 O
- 0 0 1 0110 01 0 0 —sin(#;) cos(d;) O |0 0O 1 —I;
| 0 0 0 1{]{0 0 0 1 0 0 0 1110 0 0 1|,
[cos (¢;) —sin(¢;)cos(6;) —sin(¢;)sin(6;)  sin(¢;)[a; + 1;sin (0;)] ]
_ |sin(¢i)  cos(¢i)cos(0;)  cos(¢;)sin(0;)  —cos(¢)[a; +1;sin (6;)]
o 0 — sin (6;) cos (6;) —1; cos (6;)
| 0 0 0 1 )
(2.7)
por lo tanto, la posicién 7:?/0 € R3*! de cada cadena cinematica {a;,l;} es
sin (¢;) [a; + 1; sin (6;)]
7:?/0 = | —cos(¢;)[a; + 1;sin (6;)]| . (2.8)

—1; cos (6;)

2.2. Relacion Geométrica

Con los resultados de la seccién anterior, es posible definir la relacién entre cada cadena cine-
maética y el extremo del robot. Para ello se debe establecer que la posicion 7:?/0 puede ser utilizada

para conocer la postura del centro instantaneo de rotacién CE) /0 € R*** a través de la longitud del
efector final p; € R, vista desde el extremo del eslabon virtual v;:



Figura 2.3: Centro Instantdneo de Rotacion entre la i-ésima cadena cinematica y el efector final

En la figura anterior se observa que p; es un vector de traslacion sobre el eje y inercial, es decir,
sin importar la orientaciéon del cuerpo rigido [;, este vector siempre se mantendra alineado con el
marco inercial, por lo tanto, su descripcién matemaética es

Pi =Ry, 2Tpy
1 0 0 0
|0 cos(6;) —sin(8;) p;cos(b;) (2.9)
|0 sin(f;)  cos(6;)  pisin(6;)]|°
0 0 0 1

A diferencia de la ecuacion (2.5), la matriz de rotaciéon Ry, , elimina el giro del eslabén I; para ga-
rantizar que la traslacion p; sea paralela al eje y inercial. Entonces, la postura del centro instantaneo
de rotacion se define de la siguiente manera

Cg,/() = H?/()Pia (2.10)

por lo tanto, si la ecuacién anterior se expande, se obtiene el siguiente resultado

Cgi/o = H?/UP/

[cos (¢;) —sin(¢;) 0 sin(¢;)[a; — p; + i sin (6;)]

_ |sin(¢i) cos(¢) 0 —cos(e;)[a; — pi+1isin(6;)]

0 0 1 —1; cos (6;)

| 0 0 0 1 (2.11)
fcos (¢p;) —sin(¢;) 0 21,/0

_ [sin(¢i) cos(ei) 0 ¢y

10 0 1,
L 0 0 0 1

La posiciéon del centro instantaneo de rotacion, o la cuarta columna de la matriz en la ecuacién
anterior, define el punto comiin entre todos los elementos que conforman la i-ésima cadena cinematica
y el efector final, sin embargo, ahora es necesario describir la conexién entre estos elementos a través
del eslabén virtual v;.



2.3. Cinematica Virtual

La cinemaética virtual se refiere al movimiento del eslabon virtual v; de la figura 2.1 que relaciona
a la cadena cinematica {a;,;} con el efector final p;. Debido a que este eslabon relaciona los men-
cionados anteriormente, el centro instantaneo de rotacion se considera el punto de referencia de sus

movimientos, los cuales se pueden acotar en una esfera, en el espacio euclidiano, tal como se muestra
a continuacién

‘
4
1
.
21
'

L
romoes

Figura 2.4: Representacion de los movimientos de la cadena {a;,1;} con el efector final p; a través
del eslabén v;, acotados en una esfera

Esta esfera se define, en coordenadas cartesianas, con la siguiente ecuacion

2 2 2
0 0 0 .2
(e-b) +(v=ch,) +(:-€,) =2 (2.12)

donde cg_/o, cg_/o, cg_/o € R son las coordenadas en (z,y, z) de cada centro instantaneo de rotacion,

que pueden obtenerse de la ecuacion (2.11). Para el analisis posterior, este resultado puede expandirse
de la siguiente manera:

m2+y2+22—2(co z4+& y+ z)+02 +c2

2 .2
T;/0 Yi/0 Zi/0 T;/0 te =Y

Yi/jo Zi/0 T
2., .2, 2 0 0 0 2 (2.13)
T4y + 27 =2 (Cmi/oerCyi/oerCzi/oz) + w; = v;
Este altimo resultado encapsula el comportamiento de {a;,l;} y v; en una sola esfera, lo que
permite que el analisis de todos los cuerpos en el robot se reduzca a calcular el punto donde todas

las esferas se intersecan, como se muestra en la siguiente figura
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Figura 2.5: Representacion del acotamiento en los movimientos de los elementos que conforman un
robot paralelo con tres articulaciones.

2.4. Solucién para un Sistema con Tres Articulaciones

A partir de aqui, el analisis se debe particularizar para encontrar una solucién especifica de
acuerdo con el niimero de articulaciones 6 € R™*! en el sistema:

(2.14)

=1[00 --- 0.]"

por esta razon se propone estudiar un robot paralelo con tres articulaciones, separadas angular-
mente ¢; = 120 deg = %ﬂ' rad, una respecto a la otra. Utilizando las ecuaciones (2.11) y (2.13) y la
figura 2.3 como referencia, el sistema propuesto puede definirse mateméticamente como sigue:

» Articulacion i =1 (¢ = 0 rad):

1 0 O 0
o0 0 1 0 p;—ay—Iisin(6y)
/070 0 1 —ly cos (61)
0 0 0 1
100 @, (2.15)
1
0
_ 01 0 cgl/o
0 0 1 €21 /0
0 0 O 1
2,2, .2 0 0 0 2 2 2 _ 2
z®+y" 27 -2 (Cﬂh/ox + cyl/oy + Czl/oz) T CII/O + Cyl/O + CZI/O U (2.16)
2?2 +y? + 22 —2([p1 —ay — Iy sin (61)]y — 1y cos (A1) 2) +wy = v}
wy = Cil/o + 63211/0 + Cgl/o (2 17)
wy = a3 + 12 +pf +2[(a1 —p1)lysin (61) — ai1p1]
s Articulacion ¢ = 2 (¢2 = %w rad):
1 V3 V3 ; N
-5 =% 0 5 (a2 + Iy sin (92) *pg) \/g 2 sz/o
. 3
O o= Bl 0 —Llaathsin@)-p)| _ |F -3 0 &, (2.18)
? 0 0 1 —ly cos (62) 0 0 1 22/0
0 0 0 1 0 0 o0 1

11



z+c y+cO Z)+02 +c 4 :vg

Y2/0 Z2/0 Z2/0 Y2/0 Z2/0

0
Z2/0

x2+y2+22—2<c

(E2+y2+z22<\g§ (a2+ZQSiH(02)*p2)$

1
— 5 (a2 + I3 sin (92) — pg) Yy — l5 cos (92) Z) + wo = ’U% (219)

_ 2 2 2
w2 = sz/o + cy2/o + 022/0
2 g2 4 .2 . (2.20)
wy = a3 + 15 + p3 + 2[(az — p2) l2sin(62) — azpo]

= Articulacion i = 3 (ngg = %w rad):

. 1 V3 0
—% @ 0 —73 (a3 + I3 sin (93) — p3) 73» 2 0 Cﬂ?z/o
Clajo = —E -1 0 —Ll(ag+lgsin(Bs)—ps) | _ |—F —3 0 o, (2.21)
0 0 1 —I3 cos (63) 0 0 1 22/0
0 0 0 1 0 0 O 1
2?4y 22— 2 (023/0x + 023/0y + cgg/oz) + cig/o + 0.12;3/0 + 033/0 =02

x2+y2+z2+2<\g§ (as +13sin(03) —p3) x

1
+ 3 (ag + l3sin (03) — p3) y + I3 cos (63) z) +ws =vi (2.22)

_ 2 2 2
w3 = 013/0 + Cys/o + Czs/o (2 23)
w3 = ag + l?, —|—p§ + 2[(ag — p3) l3sin(f3) — asps]

Las ecuaciones (2.16), (2.19) y (2.22) representan las esferas con el movimiento de las cadenas
cinemaéticas {a1,l1}, {az,l2}, {as,ls} y los eslabones virtuales vq, ve, v3; debido a la configuracion
simétrica de este tipo de sistemas, sus dimensiones pueden simplificarse a

a1 = a2 = az = a
lh=l=I3=1

P1=p2=p3=Dp
V1 =0V =03 =70V

(2.24)

Para definir las coordenadas (z,y, z) donde las tres esferas se intersecan, se deben resolver las ecua-
ciones simultaneamente, sin embargo, debido a la extensiéon de los resultados anteriores, el procedi-
miento de simplificacion utilizaré el resultado de la ecuacion (2.13) para generalizar la solucion:

x2+y2+22—2<00 z+c°

Z1/0 Y1/0

Y+ z) +w; = v, (2.25)

Z1/0

12



22+ y? 42 —2( y+c2 >+w2:v2, (2.26)

xz/o 112/0 Z2/0

oy 2 =2 (o 2] s =0, (2.27)

Aunque existen muchas formas para resolver sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas de forma
simultanea, se propone utilizar el procedimiento de suma y resta, por lo tanto, las ecuaciones (2.25)
y (2.26) se operan de la siguiente manera:

2 4y? 422 -2 v+ y+

2
351/0 Y1/0 twy

I
<

21/0

a2 a2 2 _ - 2
T -y —z +2 zz/ox—i—cyz/oy—i—cZz/o Wy = —v

0 _
+2 (C$2/ox+ yz/oy+czz/o ) - 2( Czy 0T z+c y1/oy+czl/o ) +wr —wy =0

1
0 0 0
(Cﬂﬁz/o - Ciﬂl/o) T+ ( 112/0 - y1/0> Y + ( Z2/0 - 021/0) Z= 5 (w2 - wl) (228)

Esto también aplica para las ecuaciones (2.25) y (2.27), entonces el procedimiento es:

? +y2 +22 -2 001/0m + cyl/Oy + cz1/o T = 0’
—? —y? 22 +2 z3/0x + cy3/0y + 023/0 —ws = —?
0 —
+2 (mex y3/0y+cz3/oz) —2( Cay 0@ y1/0y+czl/0 ) +w; —w3z =0
0 = - — + —c? _1 (w3 — wy) (2.29)
Cas0 — Cxij0 ) T y3/o yl/O Y Zs/o Czrj0) 7 = 9 w3 —w :

Las ecuaciones (2.28) y (2.29) representan una forma reducida de la interseccion entre las esferas del
sistema, que son dos planos que también se intersecan:

Figura 2.6: Simplificacion de las esferas en planos que se intersecan.

Esto significa que se pueden reducir los resultados a una tnica recta, cuya direccién e interseccion
con las tres esferas indican la posicion del efector final. Una forma intuitiva para conocer la direcciéon
mencionada es conocer los vectores normales a los planos obtenidos:

0 _ .0
32/0 Z1/0
u= C?JQ/O - Cy1/0 ’ (230)
0 _ .0
22/0 Z1/0

13



0 _ D

gs/o 3’1/0
V= Cys/o o Cyl/o ’ (2.31)
CO — CO
23/0 Z1/0

donde i,V € R3*! son los vectores unitarios normales a los planos definidos en las ecuaciones (2.28)
y (2.29) (respectivamente). Ambos estan relacionados a través de un vector unitario perpendicular
a ellos, el cual indica la direccion d € R3%! donde se encuentra el efector final. La direccion puede
calcularse al operar ambos vectores con un producto cruz:

d=—dxv=vxi=|d, (2.32)
d.

El signo negativo garantiza que la direccion del efector final seré negativa respecto al eje z inercial,
tal como se muestra en la figura 2.1. Ahora es necesario calcular las coordenadas (xg, yo, z0) donde
esta recta se origina, para posteriormente calcular el punto donde intersecta con las esferas. Por
simplicidad, las ecuaciones (2.28) y (2.29) pueden utilizarse, ademés que se establece que el origen
sobre el eje z es zp = 0 (aunque se puede escoger cualquier otro valor numeérico):

1
0 0 0 0 _ 1 B
<Cz2/0 B Czl/O) To + (Cyz/o - Cy1/o) Yo = 9 (’LU2 wl)
1
0 0 0 0 _ 1 B
(CIB/O - CIl/(J) To + (Cy?,/o - Cyl/()) Yo = 9 (w3 wl)

Una forma rapida para conocer los valores de xg y 3o es resolver el sistema de ecuaciones, mostrado
anteriormente, utilizando matrices:

o _ .0 o _ 0
C2a/0 ~ 210 Cyajo — Cyiso0| [T0 _ 1 W — W1
O _ 0 D0 Y 2 |ws — wy

Z3/0 Z1/0 Ys3/0 Yi/0
—1
0o _ .0 0o _ .0
|:$0:| _ ng/o Cguo 032/0 Cguo <1 |:w2 - w1:|)
- )
Yo C393/0 C901/0 Cys/o Cyl/o 2 w3 w1
estos resultados son el punto de partida para conocer la recta que interseca con las tres esferas del

sistema. Primero, y con el resultado de la ecuacion (2.32), se define la ecuacion de la recta sobre los
ejes x y y inerciales, esto es

(2.33)

(2.34)

T—%o Y—Y _ 22— %0 T — Zo z—zo&y—yo_z—zo

dx dy dZ dx dz dy dZ
x(z) = w0+ (2 — 20) d—x (2.35)
dy
y(2) =yo+ (2 — 20) PR (2.36)

ya que estos resultados dependen de la coordenada en z, se puede sustituirlos en cualquiera de las
ecuaciones (2.25) a (2.27), en este ejemplo, se escoge la ecuacion (2.25) para calcular las coordenadas
completamente, ademas que anteriormente se establecié que zy = O:

d\\? dy\\°
(a:o +z (dz)> + (yo +2z <d‘z>) 4229 (cgl/ox + cgl/oy + cgl/oz) +wy = 02,
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(&) (%)

d d
2 0 x 0 Y 0
2% +2 [(:Eo - czl/o) (dz> + (yo - Cyl/o) (dz> - Czl/o} z
g+ ys — 2 (Cgl/ol“o + 621/0y0> +w —v? =0, (2.37)

donde este resultado una ecuacién de segundo orden de la forma az? + bz + ¢ = 0, de la cual se
calculan sus raices y se escoge aquella mas negativa, ya que la raiz indica la posicion, sobre el gje z,
del efector final. Para obtener las coordenadas sobre x y y, se sustituye la raiz més negativa de la
ecuacion (2.37) en las ecuaciones (2.35) y (2.36), lo que permite obtener la posicion del efector final
respecto al marco inercial 7’2 /0 € R3x1

8

o b
~
o

\
<

(2.38)

I

2.5. Algoritmo Numérico

Aunque el procedimiento mostrado en la seccién anterior es extenso, el algoritmo para calcular
la cinemética directa se puede reducir al calculo de las ecuaciones (2.11), (2.30) a (2.32) y (2.34)

a (2.37), cuyo procedimiento se describe en el algoritmo 1 (véase apéndice A.1 para verificar el codigo
en MATLAB).

Algoritmo 1: Cinemética Directa

Entrada: (é,a,l,p, v) ; /* Parametros geométricos */
¢ %7‘(‘; /* Separacidén entre articulaciones */
for i <+~ 1 to 3 do
C&/O + ecuacion (2.11) ; /* i-ésimo centro instantineo de rotacién */
w; — cii/o —i—cfli/0 +Czi/0 ; /* Suma de los cuadrados de sus coordenadas */
end
i < ecuacion (2.30) ;  /* Vector unitario normal al plano de la ecuacién (2.28)
*/
V <= ecuacion (2.31) ;  /* Vector unitario normal al plano de la ecuacién (2.29)
*/
d + ecuacion (2.32) ; /* Direccién de la recta que interseca las esferas */
Bﬂ + ecuacion (2.34) ; /* Origen de la recta que interseca las esferas */
z < ecuacion (2.37) ; /* Coordenada del efector final en z */
x (z) + ecuacion (2.35) ; /* Coordenada del efector final en x */
y (z) < ecuacion (2.36) ; /* Coordenada del efector final en y */

Salida: (z,y, z)

2.6. Resultado Numeérico de la Cinematica Directa

En esta secciéon se realiza un ejemplo sobre los célculos de la cinemética directa de un robot
paralelo (figura 1.1) con las caracteristicas geométricas establecidas en la tabla 1. El célculo se
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realiza utilizando el codigo mostrado en el apéndice A.1, el cual se basa en el algoritmo 1 y da como
resultado que la posicion del efector final es

—0.5661
70 = | —0.0522 (2.39)
—1.2180

Este resultado se representa, graficamente, como se muestra en la figura 2.7.

Parametro Valor Numérico
01 0.4434 [rad]
02 0.0249 [rad]
03 0.9590 [rad]

a 0.38457769 [metros]
l 0.64 [metros|
D 0.215 [metros]
v 0.94 [metros|

Figura 2.7: Representacion grafica de la Cinema- Tabla 1: Pardmetros Geométricos del
tica Directa. Robot propuesto.

3. Cinematica Inversa

Existen multiples formas para resolver el problema de la cinemética inversa, cuya premisa es
conocer la posicién de las articulaciones 6 para que el efector final alcance una posicién deseada
7y € R3*!. Se propone utilizar una ecuacién que garantice la estabilidad del resultado, entonces,
tal como se describe en [4], este problema puede resolverse al establecer una ecuacién de error
e(t) € R3*! de la forma

ZTq
e(t) :Fd_f{e}/o = Y| —
Zd

(3.1)

I S

El objetivo de utilizar esta ecuacion es lograr que el error converja asintoticamente, esto significa que
el error debe tender a cero (e (t) — 0) conforme el tiempo tiende a infinito (¢ — o0), cuya dinamica
é(t) € R3*! se describe, idealmente, como

e(t) = —Ke(t), (3.2)

donde K € R3**3 es una matriz constante, definida positiva. Para relacionar las ecuaciones (3.1)
y (3.3), se deriva la primera en funcién del tiempo y posteriormente se iguala con la segunda, lo que
da el siguiente resultado

é(t) = —Ke(t) =7y — 7.72/0



En [1] se establece la forma diferencial de la cinemaética del efector final, que se describe gracias a la
matriz jacobiana del sistema, esto es

r0 =7 (6)6 (3.4)

con aé € R™*!, que representan las coordenadas generalizadas del sistema, es decir, la posicion y
velocidad instantdneas de las articulaciones del robot. La matriz jacobiana analitica J! (9) € Ii&“”
se obtiene al derivar las ecuaciones (2.35) a (2.37) respecto a la posicion de las articulaciones 6

90 Oz . Oz

I 961 90,

I()— 0 _ |9y .. 9y

THO0) = —5 = | o | (3.5)
z z
9, T 90,

Aunque este es el procedimiento méas conocido para calcular la matriz, puede ser imprecisa si no
se escoge un tamano de paso lo suficientemente pequeno para obtenerla numéricamente, ademés,
debido a la complejidad para calcular las derivadas de cada coordenada cartesiana respecto a cada
una de las articulaciones, se propone calcularla una forma geométrica, tal como ocurre con los
robots seriales [5].

3.1. Matriz Jacobiana Geométrica

La relacion entre las articulaciones y el efector final se da a través de los elementos que construyen
cada cadena cinemética de un robot paralelo:

2Z-Axis

@

Figura 3.1: Vectores de posicién de las uniones entre cuerpos rigidos en un Robot Delta

En secciones previas se calcul6 la cinematica directa hasta el i-ésimo marco mévil, cuyo resultado
se muestra en la ecuacion (2.8), asimismo, la cinematica directa hasta el extremo del robot se calcula
con el algoritmo mostrado en la secciéon anterior. Entonces, estos vectores pueden definirse de la
siguiente manera:

sin (¢;) [a; + 1; sin (6;)]

7:?/0 = | —cos(¢;)[a; + 1;sin (6;)] (3.6)
—l; cos (6;)
x
772 0= 1Y (calculado con el algoritmo 1) (3.7)
z

Para conocer la relacion de estos vectores con el faltante (7*13 /0), se propone hacer una suma vectorial

Teo T Toise = Tipp + 1) (3.8)

pi/t? \ )
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que sin importar los valores de i pije Y y 7, (por ahora), se puede derivar la ecuacion anterior en

v

funcion del tiempo para conocer la veloadad del efector final:
0, 0
/fu/0+7"pi/ = ’L/O+I[), i (»)())
donde las velocidades de los marcos moéviles 7:2,: Je> ﬂ’/o y /*/,'/ pueden definirse gracias al transport
theorem 6] como

Te/o F Wpije X Tpise = Tasjo + Wija, X Topay +0 10 % 77 i (3.10)

pi/t

sin embargo, ya que el efector final solo se desplaza linealmente, la velocidad angular wgi Je €8 igual

a cero. Por otro lado, la velocidad del cuerpo rigido a; (definida con el término 7:0 o) se considera
igual a cero, ya que la base del robot no se desplaza, por lo tanto, se puede snnph car la ecuacion
anterior de la siguiente manera:

0

00 _ 20 0 :
76/() _Ta-/0+wi/ai X Tz/a +W1;1 /i X T'pi /i

» (3.11)

{(R(lg”zna /0) X 7" :|9 +uu i /i 7'1’/ i
siendo Ry, .€ R3*3 una matriz de rotacion sobre el eje z inercial, descrita como matriz de trans-
formacion homogénea en la ecuacién (2.6). Asimismo, 710 /0€ R3*1 es el eje de accion de la i-ésima
articulacion, el cual puede definirse como

—1
Mo 0=101, (3.12)
— cos (¢;)
Rm,zﬁgi/o: —sin (¢;) | (3.13)
0

donde el Signo negativo indica el sentido de giro de la articulacion. La velocidad angular del eslabon
virtual w . puede calcularse, sin embargo, depende del resto de los eslabones virtuales y articula-
ciones en el robot esto la haria una ecuacion redundante, por lo que se puede eliminar el término al
operar su producto cruz con un triple producto escalar [7] tal como se muestra a continuaciéon

T 0 _ ST >0 ] ). =T 0 =0
//',,,ﬂ"zr(z/() - 1/), i|:(R¢’z-Zna,;/O> X 7i/aijl 92 + //),,,ﬂ'i <"L‘/),, i X '/;,,n"/)
_ =T =0 -0 ). T -0 -0
- 1;;,/’/ |:(R(/)i7znai/0> X Ti/ai:| 01 + % /i <1 pi/i X '/), />

\ , (3.14)
=03x1

T
-0 0 L0 |4
(R¢ivzna¢/0) |:Ti/ai X7 Di /} 0;

que es una ecuacion valida ya que el producto cruz entre dos vectores iguales, sin importar sus
valores, siempre sera igual a cero. Del resultado anterior se pueden definir los vectores T‘? Jar ¥ f} [) i
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como

0 _ =0
Tija; = Tijo — Ry, -1,y

sin (¢;) [a; + 1; sin (6;)] a; sin (¢;)
= | —cos(¢;)[a; + l;sin(0;)]| — | —aicos(¢p;)
—l; cos (0;) 0 (3.15)
li sin (¢1) sin (Hz)
= |—licos(¢i)sin (6;) |,
—l; cos (0;)

=0 — =0 _ 0
I,),,ﬂ'i - 7pi/0 7Ai/()

—_ 0 =0
=Te/0 — Rd’iszpi,y —Tijo

[ —p; sin (¢;) sin (¢;) [a; + 1; sin (6;)]
= |y| — | picos(¢i) | — |—cos(¢s)[a; + I sin (6;)] (3.16)
2 0 —licos (6;)

[2 — sin (¢;) [a; — p; + 1; sin ((),-):—‘
= |y + cos(¢;) [a; — p; + i sin (6;)] | .
z 4 1; cos (6;) J

Si bien las ecuaciones (3.12), (3.15) y (3.16) pueden operarse y sustituirse en la ecuacion (3.14), esto
daria como resultado una ecuacién que solo incluiria a la i-ésima articulacién, es decir, solo incluiria
los efectos de una articulaciéon en vez de incluir a las tres al mismo tiempo. Para esto, debemos
definir las ecuaciones para cada una de la siguiente manera:

. T .
’fl ,»'17_'2/0 - (Royzﬁgl/o) |:?:?/a1 Xﬂ,ﬁl,u} 61 (3'17)
a0 (ry w0 VIR, w0 e (3.18)
Tpyy2Te/o 27,2May /0 T2/ay XTpy 2| V2 :
A0 ::(34 70 )T{#’ xﬂ)“}é (3.19)
ps3/3"e/0 3m,2'%3/0 3/as p3/3 3 .

Ya que las tres ecuaciones tienen términos comunes (7:2 /0) o que pertenecen al vector de coordenadas

generalizadas 6 € R3*!, se pueden agrupar en una sola ecuacién tal que

T
(Ro-zﬁg\/o) [’ﬁl)/a\ X ’ﬁ,],‘ \] 0 0
- — — T. = T o =
[",)w U T T ] Toj = 0 (R%ﬁ,zngz/()) [7_‘3/(‘2 X Ty :] 0 9 (3-20)
o’
0 0 (Rémznzs/o) {713)/@ X ﬂ,; ‘J

Si los términos a la izquierda y derecha de la ecuacion anterior se agrupan, se puede reducir el
resultado a _ .
’FS/O = ']I (ﬁ,ﬁ 07 (321)

donde JT (i, 7) representa a la matriz jacobiana geométrica, la cual estd definida de la siguiente
manera

JH@, ) = JlJ; (3.22)
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siendo /- € R3*3 la sub-matriz jacobiana que define los efectos lineales en el extremo del robot, mien-
tras que J; € R3*3 establece la relacion entre el efector final y los movimientos de las articulaciones;
ambas sub-matrices se definen como

s =[0 ] (3.23)
(Ro o) [ x 79, 1] 0 0
VACE 0 (Rymeio) e x 70,0] 0 . (3.29)
0 0 (Rgﬁ.zﬁgg/(JT [Fg/ag X7, ;]

donde cada término dentro de la matriz se calcula directamente con las ecuaciones (3.15) y (3.16),
o realizando un procedimiento numeérico al restar los vectores mostrados en ellas. La forma pseudo-
inversa de la ecuacion (3.23) se puede simplificar tal como se muestra en [8]:

JL(7,7) = L P L e 7 x } , (3.25)

7
3 2 /8 3 /¢ ] 1/ 1 )2
~ ﬁ { p2 p3/3 p3/3 p1 p1 p2
7T | (F' x 70 .;>

p1/] p2/2 p3/:

esto significa que la matriz jacobiana en la ecuacion (3.22) se puede reducir a

71 = s [ (70 (Roat o) [ 7] (e 00) (Ranth) [ 0] () (Ranetn) [ 0 ]] (3-26)

Cualquiera de las dos formas para calcular la matriz jacobiana es valida, sin embargo, aqui se desa-
rroll6 el codigo en MATLAB, ejemplificado en el algoritmo 2, para la ecuacion (3.22) (apéndice A.2).
Se debe destacar que es un algoritmo muy simple ya que requiere pocas lineas de codigo y trabaja
con todos los pardametros geométricos del sistema, ademéas que todos sus términos se obtienen del
célculo de la cinematica directa.

Algoritmo 2: Matriz Jacobiana Geométrica

Entrada: (772/0,9_,a,l,p) ; /* Parametros geométricos */
¢ %71’; /* Separacidn entre articulaciones */
Ji < zeros(3, 3)
Jg + zeros(3, 3) ; /* Inicializacidén de las matrices jacobianas */
for i + 1 to 3 do
— cos ()
R¢i7zﬁ2i/0 — | —sin(¢;) | ; /* Eje de accidén de la i-ésima articulacién */
0
7)), < ecuacion (3.16)

f?/ai + ecuacion (3.15)
Jr (i, :) — 17/,

T
Jé (171) <~ (R@,Zﬁgi/o) |:7ﬂi)/ai XF}: 1}
end

JE (7, 7) < J;Jg ; /* Matriz Jacobiana Geométrica de la ecuacidén (3.22) */
Salida: J (7, 7)

20



3.2. Forma Numeérica de la Solucion

La ecuacion (3.21) se sustituye en la ecuacion (3.3), lo que proporciona el siguiente resultado:
JL(7,7) 6 = Ke (t)
T, I (7,7 0 = JT (7, 7) Ke (1) (3.27)
) = ! (7,7 Ke (t).

)
Il

De acuerdo con [9], el producto J7 (7, T (7,7) =1 € R3*3 es valido si el ntimero de filas en la
matriz jacobiana es mayor al nimero de columnas en la misma. Esto significa que es posible calcular
la cinematica inversa si, y solo si, el nimero de grados de libertad en el efector final (i.e. el namero de
coordenadas en que puede desplazarse) es mayor o igual al nimero de articulaciones en el sistema. Si
el robot tuviera més de tres articulaciones, pero el efector final solo pudiera desplazarse linealmente
sobre (z,y, z), la solucién propuesta no funcionaria. Por lo tanto se puede utilizarlo para el robot
propuesto en el apartado 2.4 al integrar la ecuacién anterior como sigue

o(t) . t
[ 0(r)dr = / JL (7,7 Ke (7) dr
0 0

©) (3.28)

t
é(t):é(o)+/ J1 (7,7 Ke (1) dr,
0
La integral en el resultado anterior puede calcularse analiticamente al definir las ecuaciones que

constituyen a la matriz jacobiana J! (77, 7) y al error e (¢), sin embargo, también es posible calcularla
de forma numérica con el algoritmo 3.

Algoritmo 3: Cinematica Inversa

Entrada: (Fd,é(O),a,l,p,v,At) ; /* Parametros geométricos */
0(t) < 6(0); /* Condiciones iniciales de la integracién numérica */
for k < 1 to 1500 do
772/0 (Gk) < algoritmo 1 ; /* Cinematica Directa */
e (k) < ecuacion (3.1) ; /* Calculo del Error */
if mdz(je (k)|) < 0.001 then
‘ break ; /* Si el error es menor a 0.001, se detiene la iteracidén */
else
J(Qk) < algoritmo 2 ;  /* Si no, calcula la matriz jacobiana numérica */
0(k+1)«0(k)+ {J (ék)T Ke (k)} At ; /* Forma numérica: ecuacién (3.28) */
end
end

Salida: 6 (t)

3.3. Resultados

En esta seccién se realiza un ejemplo sobre los célculos de la cinemética inversa de un robot
paralelo (figura 1.1) con las caracteristicas geométricas establecidas en la tabla 1. El célculo se
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realiza utilizando el c6digo mostrado en el apéndice A.3, el cual se basa en el algoritmo 3. Para ello
se propone que la posicion inicial de las articulaciones 6 sea

a(0)=[0 0 o]". (3.29)

A partir de esto, se propone que el efector final alcance una posicién deseada, la cual fue calculada
en la seccion anterior y los resultados se muestran en la ecuacion (2.39). Ademas, el tamano de paso
para la integracion numeérica (ecuacion (3.28) y algoritmo 3) se define con At = 0.001. Entonces, el
resultado del célculo se representa, graficamente, como se muestra en la siguiente figura.

Posicion de las Articulaciones

==

0 10 200 a0 400 500 600 700
Muestras [k]

Amplitud [rad]

Figura 3.2: Representacion grafica de la Cinematica Inversa.

4. Cinematica Diferencial

En la seccién anterior se establecié que la ecuacion (3.4) es la definicion de la velocidad instanta-
neal efector final, que tal como se describe en [10], esta es la cinemética diferencial, que se encarga
de estudiar la velocidad y aceleracion instantaneas de un sistema sin considerar factores como la
geometria del cuerpo y la distribucion de su masa. A partir de dicha ecuacion, se puede describir la
velocidad instanténea del efector final de un robot paralelo de la siguiente manera

0
0 UI())I/O I 5
Te/o = v;z(a)y/O =J (n,F)&, (41)

Yp. /0

siendo vg /07 vg /07 vg /0 € R las velocidades instanténeas lineales, respecto al marco inercial, sobre
x y z

los ejes (z,y, z) del efector final. Asimismo, su aceleracion lineal instantanea se define al derivar, en
funcion del tiempo, el resultado anterior

-0
(%
.- pz/o . = o
Peo = |Tpyo| = @70+ T (7,76, (42)
v
p-/0

donde el término J* (71, 7) € R3*"™ puede calcularse al realizar una expansion diddica como se muestra
en [11]:

JI (7, 7) = 2:; {mgg") : 9] , (4.3)

este resultado representa una forma sencilla de derivar la matriz jacobiana, columna por columna,
sin necesidad de obtener una matriz tridimensional.
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4.1. Derivada de la Matriz Jacobiana Geométrica

Ya que existe una forma geométrica de la matriz jacobiana, definida en la ecuacion (3.22), es
posible derivar sus términos en funcién del tiempo para obtener los valores de J! (i, 7). Partiendo
de la ecuacion (3.14), sus términos se operan como se muestra a continuacion

. . d T . T . .
ST 20 ST S0 —0 -0 -0 —0 -0 ~0
T /iTeso T 70, /iTeso = at (R(f)i-,zna,;/()) [72'/1173 X’,;/,»',} 0; + (R¢i,zna,¢/o) [Ti/ai X’,;_m} 0;

T . ) T )
+ <R¢i,zﬁ2i/o) [7‘?/@ X’Ajfz} 0; + (R(m,zﬁgi/o) {7—‘?/@ X’Ajf/} 0;.  (4.4)

Ya que los vectores de posicién en la ecuacion anterior se obtienen utilizando las ecuaciones (3.13),
(3.15) y (3.16), estas se derivan en funcion del tiempo (respetando la regla de cadena y considerando
que ¢;,a;,l;, p; ¥ v; son valores constantes, por lo que sus derivadas en funcion del tiempo seran
iguales a cero), lo que lleva a los siguientes resultados

- . 0
d oy d [|Tesledy
pr (R%Znai/o) =2 | | ~sin (1) =10}, (4.5)
0 0
. [ 1isin (¢;) - & [sin (6;)] l; sin (¢;) cos (6;) 91
f?/ai = | —l;cos () - % [sin (6;)]| = | —1; cos (&) cos.(ﬁ,;) 0;
—1; - % [cos (6;)] l; sin (6;) 0; (4.6)
[ 1isin (¢;) cos (6;) | ' .
= | —l;cos (¢;)cos (0;)] 6; = [(Rm,zﬁgi/o) X F?/ai} 0;
li sin (91)
(4] d —p; sin (¢;) a; sin (¢;) l;sin (¢;) - % [sin (6;)]
141), L= wﬁ)’l X ’41:/ = |yl — pn picos(¢;) | — | —a;cos (o) — | =l; cos () - % [sin (6;)]
| ] 0 0 —1; - 4 [cos (6;)]
Ed I; sin () cos (6;) ) . )
= |g| — | —licos(¢i)cos (6;)| 6; = J (i1,7) 0 — [(R%zﬁgi/o) X ,F{i)/a,;:| 0;.
(4.7)

Estos resultados, ademés de la ecuacion (3.21), se sustituyen en la ecuacion (4.4), de tal forma que
se expande como sigue:

. Tr. . . .
TG0 -0 00 0 0 A0
]1),/1'76/0 - (R¢z‘,2nai/0) [ri/ai X’]uy,ﬂ"} + Ti/ai X’/»,/}:| 0; ,;le,w"zre/()

T .
+ (R@,Zﬁgi/o) [F?/ai XF;J)‘/{I Hi’

. T r. . .
TG0 ~0 00 00 ,
]1),//7‘6/0 - (R¢i;znai/0) |:ri/ai Xl}u,,ﬂ"l + Ti/ai X,]),'/'ii| 91

T . -, - T 3
+ ([(Rm,zﬁg j0) X Ta,| bi- eTJT> 0+ (Rowil, o) [0 x70 1] B
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El resultado anterior contiene el término J, el cual es la misma matriz jacobiana geométrica definida
en la ecuacion (3.22). Asimismo, el producto entre dos vectores g’ h serd igual a h’ g, por lo tanto
el resultado anterior se simplifica a

o T p. : ] i} ]
Flly/ir_g/o — (R¢L,zﬁ2L/0) |:F?/ai XF;:,’/"/ —|— f?/ai Xf;i/,i| 01' + QTJT |:(R¢'iazﬁ21/0) X r_?/ai:| 97,
L . . T .
_ (61 Jl) JG + (R¢l,zn2,L/0> |:’F?/ab XF;:,/:I 91

Donde el término 07 J7 [(R@ =Ty, /0> X 7 /ai} se puede redefinir utilizando la regla del triple producto

escalar [7], tal como se utilizo para la ecuacion (3.14):

. T r. . . T o
%0 = (Rosi® o) (750 x70 4 780, %70, b1+ (R i o) [79, % 786,

-, . T .
_ (QTJT) JO + (R%Zﬁgim) [F?/aixﬁf”,,,,] 0;,

. Tr. . .
’T ,»'/7_12/0 = (R%,zﬁgi/o) |:,on/ai X’if/ + 7_'?/a,; X (’4,:, + *79)} 0;
-, - T ..
- (9TJT) IO+ (Rwﬁgi /0) {ﬁ/aixﬂ/f”,,,;} b (4.8)
Este tltimo resultado puede expandirse atn méas si se sustituyen las ecuaciones (4.6) y (4.7), sin

embargo, eso llevaria a un resultado bastante extenso. Lo que sigue es definir este resultado para
cada una de las articulaciones en el robot, es decir

. T . . N -
oz -0 20 0 -0 ) ]
Tpyj1Teso = (R&znal/o) |:T1/a1 X7, 1 T T g, X (’,,1/1 + (]9)} 01

- () s (Rotyn) [t B a9)

. Tr. . .
= -0 -0 0 -0 0 ]
Tpa/2Teso = (Rgfr,z”@/o) {rz/@ X7, 0+ T, X (1112’,,,,2 + JH)} 02

5
_ (éTJT) Jo + (Rgmzﬁgz/o)T {7‘8/@ Xﬁ:)z} 62, (4.10)

e, T r. . B .
77/11;»)/37:8/0 = (R%Tr,zﬁgg/o) |:fg/a3 XF})]:)H"'C% + Fg/as X (fjljﬁ% + J9>:| 93
[CI— - T .
_ (91 J1> JO + (R%mﬁ?lg/o) {fg/agxﬁjw] 03, (4.11)

que al agrupar las ecuaciones anteriores, se obtiene

0 (R, “)] [0 %70, 0 7% (70,2 + 76)] 0

0 o (R,:,,:ﬁ‘“’”“>l[:‘{”,”x’ 78 0,% (70 +.n;)]] (4.12)

T
6T T g (m, i, “) [V“",,,,lx < “ 0 0
—{(0rm) ] o+ 0 (R, .1, ,,)T [#aaxi0. 2] 0 0.
G R 0 0 (Rgaeit, o) [0 ]

\(R";ﬁfj’,”)T[ﬁ X0 % (70,4 96)] ‘ 0 0




Si los términos a la izquierda y derecha de la ecuacion anterior se agrupan, se puede reducir el resul-
tado a la ecuacion (4.2), donde J! (7, 7) representa a la derivada de la matriz jacobiana geométrica,
la cual esté definida de la siguiente manera
) J
0 (Bgr i, 0) [ﬂ’ X700+ 180, % (1, +./H)] ‘ 0

6Tt
J (i) =T — | (67aT) g
0 0 (Rawa®, o) [+ 7y (70, 08)] | L(0797)

siendo ./ la sub-matriz jacobiana que define los efectos lineales en el extremo del robot. Cada término
dentro de la matriz se calcula directamente con las ecuaciones (3.15), (3.16), (3.22), (4.6) y (4.7).
Su codigo en MATLAB, ejemplificado en el algoritmo 4, puede consultarse en el apéndice A.4.

(B0, 0) ! (700 %70+ 7% (70 +70)] 0 0

) (4.13)

Algoritmo 4: Derivada de la Matriz Jacobiana Geométrica

Entrada: (Fg/o,é, §7a,l7p) ; /* Parametros geométricos */

¢ %77; /* Separacidn entre articulaciones */
JI (71, 7) + algoritmo 2
Ji < zeros(3, 3)
Jg + zeros(3, 3) ; /* Inicializacidén de las matrices jacobianas */
for i +— 1 to 3 do
—cos (1)
R¢i7zﬁ2i/0 — | —sin(¢;) | ; /* Eje de accién de la i-ésima articulacién */
0
r_?/ai <+ ecuacion (3.15)

(

’F?/m < ecuacion (4.6)

4 ecuacion (3.16)
(

-0
pi/t
7, ¢ ecuacion (4.7)
Jp(iy:) =)
. Tr. . B
Jg (i,1) (R@,ani/o) [F?/ai X/ﬁ/f S+ f?/aix (F/: + JH)}
end

I (7, 7) T (J(,— [(éTJT) J (éTJT) J <§TJT) Jr> . /* ecuacién (4.13) %/
Salida: J (7, 7)

4.2. Velocidad Instantanea de las Articulaciones

Los resultados del calculo de la cinematica inversa (figura 3.2) pueden ser utilizados para cal-
cular la velocidad instantanea de las articulaciones; para ello, solo se derivan los valores numéricos
utilizando la siguiente ecuacion [12]

G = L0t AAti —0() (414

con t € RT, que representa el tiempo de simulacién del sistema. Esto se representa en el algoritmo 5
y su cddigo en MATLAB se muestra en el apéndice A.5.
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Algoritmo 5: Velocidad instantanea las Articulaciones

Entrada: (5, t) ; /* Posicién de las Articulaciones y Tiempo de Simulacidén */
[m, n] + size (é) ; /* Obtiene el nimero de elementos calculados */
dt + % ; /* Calcula el tamafio de paso para la derivada numérica */

0 + zeros(m, n) ; /* Inicializa la velocidad con ceros */

for j «+ 1 ton do

‘ 0(:,7) + %w ; /* Calcula la ecuacién (4.14) */

Salida: 9 ()

Para ejemplificar su uso, se utilizan los resultados de la figura 3.2, ademas de considerar que la
trayectoria de las articulaciones se ejecuta en un tiempo ¢ = 10 segundos, por lo tanto, el resultado
del célculo se representa, graficamente, como se muestra a continuacion.

Velocidad de las Articulaciones
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Muestras [k]

Figura 4.1: Velocidad Instantanea las Articulaciones

4.3. Velocidad Instantanea del Efector Final

Utilizando la velocidad instanténea de las articulaciones (figura 4.1) y la matriz jacobiana (ecua-
cion (3.22) y algoritmo 2), la velocidad instantanea del efector final puede ser calculada con la
ecuacion (4.1), lo cual se representa con el algoritmo 6 y su codigo en MATLAB (apéndice A.6).
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Algoritmo 6: Velocidad Instantédnea del efector final

Entrada: (9, é,a,l,p) ; /* Parametros geométricos
[~, n] « size () ;

7.72/0 (t) < zeros(m, n) ;

/* Obtiene el numero de elementos calculados
/* Inicializa la velocidad con ceros
for j < 1 tondo
700 (t) < algoritmo 1 ;
JI (71, 7) + algoritmo 2 ;
7;“2/0 (:,7) + ecuacion (4.1) ;

/* Cinemédtica Directa
/* Calcula la matriz jacobiana geométrica
/* Calcula la velocidad

end
Salida: 7, ()

*/
*/
*/

*/
*/
*/

Para ejemplificar su uso, se utilizan los resultados de la figura 4.1, por lo tanto, el resultado del

célculo se representa, graficamente, como se muestra a continuacion

Velocidad del Efector Final
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Muestras [k]

Figura 4.2: Velocidad Instantanea del efector final

4.4. Aceleracion Instantanea de las Articulaciones

Los resultados del calculo de la velocidad instantdnea de las articulaciones (figura 4.1) pueden
ser utilizados para calcular la aceleracion instantanea de las mismas; para ello, solo se derivan los

valores numeéricos utilizando la siguiente ecuacion [12]

0(t+At)—0(t)

0(t) = e,

con t € R, que representa el tiempo de simulacién del sistema. Esto se representa en el algoritmo 7

y su codigo en MATLAB se muestra en el apéndice A.7.
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Algoritmo 7: Aceleraciéon Instantdnea de las Articulaciones

Entrada: (9, t) ;  /* Velocidad de las Articulaciones y Tiempo de Simulacidén */

[m,n] « size (é) ; /* Obtiene el nimero de elementos calculados */
dt + % ; /* Calcula el tamafio de paso para la derivada numérica */
6 «+ zeros(m, n) ; /* Inicializa la aceleracidén con ceros */

Itera sobre el i-ésimo valor de 0
for j + 1 to n do

‘ é(l,j) — w ; /* Calcula la ecuacidén (4.15) x/

Salida: 6 ()

Para ejemplificar su uso, se utilizan los resultados de la figura 4.1, ademas de considerar que la
trayectoria de las articulaciones se ejecuta en un tiempo ¢ = 10 segundos, por lo tanto, el resultado
del calculo se representa, graficamente, como se muestra a continuaciéon

Aceleracion de las Articulaciones
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Figura 4.3: Aceleracion Instantanea de las Articulaciones

4.5. Aceleracion Instantanea del Efector Final

Utilizando la aceleracion instantanea de las articulaciones (figura 4.3), la matriz jacobiana geo-
meétrica (ecuacion (3.22) y algoritmo 2) y su respectiva derivada (ecuacion (4.13) y algoritmo 4), la
aceleracion instantanea del efector final puede ser calculada con la ecuacion (4.2), lo cual se represen-
ta con el algoritmo 8 y su codigo en MATLAB (apéndice A.8). Para ejemplificar su uso, se utilizan
los resultados de la figura 4.1, por lo tanto, el resultado del calculo se representa, graficamente, como

se muestra en la figura 4.4.
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Algoritmo 8: Aceleracién instantanea del Efector Final

Entrada: (9, 5, 5,a,l,p,v,A9_> ; /* Parametros geométricos
[~,n] « size (5) ; /* Obtiene el nimero de elementos calculados
7.7'2/0 (t) < zeros(m, n) ; /* Inicializa la aceleracidén con ceros
for j + 1 tondo
7?2/0 (t) + algoritmo 1 ; /* Cinematica Directa
JI (7, 7) + algoritmo 2 ; /* Calcula la matriz jacobiana geométrica
J! (7, 7)  algoritmo 4 ; /* Calcula la derivada de la matriz jacobiana
%2/0 (:,4) < ecuacion (4.2) ; /* Calcula la aceleracidén instantanea
end

Salida: 70, (1)

*/
*/
*/

*/
*/
*/
*/

Aceleracion del Efector Final
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Figura 4.4: Aceleracion Instantanea del Efector Final

5. Analisis Dinamico

En robots con multiples cuerpos rigidos acoplados, las fuerzas y torques se propagan y concentran
en cada uno de los centros de masa [11], por lo que es comtn estudiar el comportamiento de un
robot serial en cada uno de los centros de masa de sus eslabones, sin embargo, esto se vuelve una
tarea demasiado compleja en un robot paralelo [13], por lo que se propone calcular las posiciones y

velocidades en cada uno de los puntos de unién entre los cuerpos rigidos

5.1. Posiciones y Velocidades en el Robot

Tal como se menciona en [14], los Robots Paralelos tipo Delta constan de tres tipos de cuerpos
rigidos: 1;, v; y p; (figura 1.1). Comenzando por el efector final, este tiene a su centro de masa
exactamente en su punto central, ya que toda su geometria esta distribuida uniformemente respecto

a este (figura 5.1).
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Figura 5.1: Centro de Masa del Efector Final.

Ademas, ya que la cinemética directa y la matriz jacobiana geométrica J! (i, ') se calculan hasta
el centro de este cuerpo rigido, se puede concluir que su posicién y velocidad F% /0’ 7:% /0 € R3*1

seran iguales a las calculadas con las ecuaciones (2.35) a (2.37) y (3.21), es decir
7:2/0 = ,F%e/O (51)

0 =T, o= (@78, (5.2)

Asimismo, debido a que el movimiento del efector final es puramente lineal, su velocidad angular es
igual a cero. El siguiente punto de analisis es aquél donde el motor y la base del robot se conectan
con el eslabén [;.

a;

Ui

Figura 5.2: Punto de Uni6n entre la Base del Robot y el Cuerpo Rigido I;

Si, y solo si la base del robot se desplazara, la velocidad lineal del punto senalado
en la figura anterior tendria un valor numeérico, de otra forma, la velocidad lineal sera
igual a cero, sin embargo, existe una velocidad angular v 10 € R3*! ocasionada por el giro del
motor, esta se describe como

) o [Feesten]
oo = (Rowsiigo) 0 = | —sin (1) | 6, (5.3)
0

donde Ry, . y ﬁgi /o S€ definieron en la ecuaciones (2.6) y (3.12), mientras que 0; € R representa a la
velocidad de la i-ésima articulacion. Debido a que la velocidad en el efector final se define utilizando
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una matriz jacobiana, esto también se puede considerar para todos los motores en el sistema, donde

¢; sera igual a 0, %71‘ y %7‘(‘ radianes cuando ¢ = 1,2,3. Por lo tanto, sus velocidades angulares se
definen de la siguiente manera

-1 0 0
0 =0 ~
Wiy /0 = R07zna /0 O3x1 O3x1]6=1]10 0 0|86
1 K i ) } 0 0 0 (5.4)
= JL,, (.78
{ ) } 0o 1 0
— ~0 n_ V3 g
Wiy /0 = 031 Rz, .7, /0 O3x1]0= [0 — 5> 0
) ( : 0 0 0 (5.5)
= Js,,, (@,7)0
oot
W0 o= 0sx1 Osx1 (Ra, i o)|6=10 0 B|&
13/0 [ ( 37, 3/0)} 0 0 (2) (56)

=JL (770

Con estas velocidades angulares se puede calcular la velocidad lineal en el extremo del cuerpo rigido
lii

a;

V5

Figura 5.3: Punto Extremo del Cuerpo Rigido [;

Su postura (posicion y orientacion) se definié en secciones anteriores con la ecuacion (2.7), donde
la posicion del punto de andlisis se estableci6é en la ecuacion (2.8). Para conocer su velocidad, se
deriva la ecuacion mencionada en funcién del tiempo, lo que lleva al siguiente resultado

. , i sin (i) cos (6;) |
T8/0 = Wan, /o X Tija, = [(Rm,zﬁgi/o) x F?/ai:| 0; = | =i cos (¢;) cos (6;) | 0; (5.7)
17; sin (01)

donde a € R3*! se defini6 en la ecuacion (3.15). Debido a que la velocidad en el efector final se
define utilizando una matriz jacobiana, esto también se puede considerar para cada cuerpo rigido [;,
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donde ¢; seré igual a 0, %7‘(’ y %77 radianes cuando ¢ = 1,2, 3. Por lo tanto, sus velocidades son

0 0 0
7%?/0 = [(Roﬁzﬁgl/o) X 7_'(1)/,,,1 031 03><1} = —lll ?OS(éQi) 8 8 0 58)
1 sin (64 .
= J. (7,7)0
0 %,cos (0 0
7%(2)/0 = {03x1 (R%mzﬁgg/o) X Fg/az ngl} 0= 8 zll{izb(é(@{)) 8 i oo
28 2 :
= JL (7,7)0
‘0 . . |0 0 —§l3 cos (03)] .
B L i FH
3 3

— JL (i,7)0

Debido a que existen velocidades lineales, generadas por el movimiento rotacional del motor, la
velocidad angular del cuerpo [; sera la misma que la del motor m;, esto es

, —cos (i) |
W?/o = w?”i/o = (Rdn,zﬁgi/o) 0; = | —sin(¢;) | 0;, (5.11)
0

que para cada cuerpo rigido, sus respectivas matrices jacobianas son las mismas que las de las ecua-
ciones (5.4) a (5.6) Para el analisis dinamico, lo més importante es conocer las matrices jacobianas,

por esa razon, en el algoritmo 9 y el apéndice A.9 se muestra como calcular estos términos con
MATLAB.
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Algoritmo 9: Matrices Jacobianas del Cuerpo Rigido [;

Entrada: (9, li) ; /* Parametros geométricos */
¢ %7?; /* Separacidn entre articulaciones */
Jy + cell(3, 1)

Jw  cell(3, 1) ; /* Inicializa celdas para almacenar las matrices */

for i+ 1 to 3 do
Jy;  zeros(3, 3)

Juw,; < zeros(3, 3) ; /* Inicializacién de las matrices jacobianas */
— cos (i)
Rm%ﬁgi/o — | —sin(¢) | ; /* Eje de accién de la i-ésima articulacién */
0
F?/ai < ecuacion (3.15)
Ty, (:,7) (R@_Zﬁgim) X Tas 5 /* Matriz jacobiana de velocidad lineal */
Jo {i} Ty, 3 /* Almacena el valor en la i-ésima celda */
Ju; (5,8) R%Zﬁgi/o ; /* Matriz jacobiana de velocidad angular */
Ju{i} — Ju, ; /* Almacena el valor en la i-ésima celda */
end

Salida: (J, J,,)

El dltimo punto por analizar es la conexion entre el efector final y el eslabon virtual (figura 5.4),
que comparten la misma velocidad lineal, esto es

7 0= = I (7,78, (5.12)
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donde el vector de posicion 7:2/0 se calcula de manera similar a 772,/1. en la ecuacion (3.16):

-0 _ 0
,/;, 0 — r(%/() - R¢7:72T;Dmy

x —pi sin (¢;)

= |y| — | picos(¢)
K 0 (5.13)
[+ pi sin (¢, )—‘

= |y — p; cos (u/‘)J .

Vale la pena recordar que el efector final no gira, solo se desplaza linealmente, por lo que se
considera que la velocidad angular en el punto de analisis es igual a cero. Esto no significa que el
eslabon virtual no gira, sino que el punto de analisis tiene una velocidad angular igual a
cero; si se estudiara el centro de masa del eslabon, se encontraria una velocidad angular que podria
utilizarse en el analisis de las energias cinética y potencial.

5.2. Energia Cinética y Potencial

Para estudiar el modelo de casi cualquier sistema dinamico, se utilizan las energias cinética y
potencial. La primera surge a partir del movimiento de uno o més cuerpos rigidos, mientras que la
segunda depende de la posicion de estos respecto a un marco de referencia inercial, afectado por una
aceleracion gravitacional; en ambos casos, los valores de la energia son escalares y en el estudio de
sistemas con miultiples cuerpos rigidos, las energias se analizan en sus centros de masa,
pero como se explicoé en la secciéon anterior, el analisis en los centros de masa, para este
tipo de robots, se vuelve mas complicado, por lo que se propone estudiar las energias en los
mismos puntos donde se calcularon las velocidades en la seccién anterior. Estas energias comtinmente
se describen como

1 g - 1 5
K?/o = §mj7”j/o7?§)/o + 5%/019/060?/0 (5.14)
Plyo =m;g" 50, (5.15)

donde m; € R es la masa del cuerpo rigido estudiado, mientras que g € R**! representa el vector de
aceleracion gravitacional que afecta al sistema estudiado; ademas, 77? /07 w;) 0 € R3*! son la velocidad
lineal y angular del j-ésimo punto estudiado dentro del robot; por otro lado, I? 0 € R3*3 representa
al tensor de inercia del cuerpo estudiado respecto al punto de analisis de robot, expresado en
coordenadas inerciales. Para el sistema que se estd estudiando, la energia cinética requiere de las
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ecuaciones (3.21), (5.4) a (5.6) y (5.8) a (5.10), esta se expresa y reduce de la siguiente manera

1 1 1
o _ L1 w0 0 T 10 0 T 10 0
Kj,y = iwml/olml/owml/O + iwmz/olmz/owmz/o + iwma/olmg/ome/O

energias rotacionales al inicio de l;, velocidades (5.4) a (5.6)

I =0 ST 20 I =0 T 10 0 T 10 0 T 10 0
T T /0T1/0 T 5TaT2/072/0 F 5 MUsT3/0T3/0 T 5”1/0151/0“’1/0 + 5”2/0112/0“’2/0 + 5‘*’3/0113/0”3/0
energias lineales y rotacionales al extremo de [;, velocidades (5.4) a (5.6) y (5.8) a (5.10)
L1 quJ+} uru)+} ;Tq)+} sTm+1 ;Tm+} ST o
2mm7’1/07‘1/0 vazrz/or2/o 2mv3T3/07’3/0 2mvl7‘p1/o7"p1/0 2mv2 Tpa/0"py /0 2mU3Tp3/OTp3/O
energifas lineales al inicio de v;, velocidades (5.8) a (5.10) energias lineales al extremo de v;, velocidad (3.21)
ST 20
+ §me7’e/07’e/o
—_——

energia del efector final, velocidad (3.21)

estos resultados podrian expandirse sustituyendo las matrices jacobianas (definidas en las ecuaciones
sefialadas previamente), que se relacionan con cada una de las velocidades lineales y angulares de
los puntos de anélisis, lo que permitiria crear una matriz de inercia, sin embargo, debido a la
complejidad y redundancia de este tipo de robots, es recomendable definir la matriz de inercia
después de evaluar cada una de las derivadas en la ecuacion (5.27). Mientras tanto, la ecuacion de
energia cinética puede reducirse a
0 _ 13 ST 20 ST 20 T 0 0 0 1 ST 0

K30 = 52520 [(mu+mu) 7075 10+ mafy oy 0+ Wi (Im/O + Il/O) wj/o] + 3MeteoTe)0  (5.16)
Esta simplificacion es valida porque se considerd que todas las masas m;, y m,, son iguales y se
expresan como m; y m,, respectivamente. Ademas, la velocidad angular de los motores w?n /0 seran

J
iguales a sus homologas en los cuerpos rigidos I;, es decir, w? /0= w;.] /o El resultado depende de
J

I?n- /0> I?_ /0 € R3*3, que son los tensores de inercia del tren de transmisiéon del motor y del cuerpo

J J
rigido acoplado a él, los cuales se explicaran en secciones posteriores. Por otro lado, la energia

potencial depende de las ecuaciones (2.8), (2.38) y (5.13), esta se expresa y reduce de la siguiente
manera:

o _ T 0 0 0 0 0 0 0
Pio=—yg (mllﬁ/o + My, Ty 0+ M T30 + Moy Ty g+ My Ty, 10+ Moy Ty, o+ mere/0>

(5.17)

3
—g" |2 (ml’??/o + mvfgj/()) +mere
j=1

El signo negativo en la ecuacién anterior indica que los cuerpos rigidos en el sistema se encuentran
por debajo del marco de referencia inercial durante todo el ciclo de trabajo del robot, sin
embargo, la aceleracion gravitacional también se debe definir en sentido contrario al marco inercial,

esto es
0

g= 0 (5.18)
—9.80665

Los resultados en las ecuaciones (5.16) y (5.17) seran utilizados en las secciones 5.4 y 5.4.1, pero antes
de abordar esos temas, es importante definir los tensores de inercia de los elementos que conforman
al robot.
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5.3. Matrices de Rotaciéon y Tensores de Inercia de los Cuerpos Rigidos

Un tensor de inercia Ig € R3*3 describe, mateméticamente, la manera en la que la masa se
distribuye en un cuerpo rigido respecto a su centro de masa @ [15]. En sistemas dinamicos que
operan en espacios tridimensionales (e.g. robots paralelos tipo delta), el calculo simbélico de un
tensor de inercia puede ser muy complejo, pero existen herramientas de dibujo parametrico que lo
calculan numéricamente, sin embargo, estas calculan los tensores como si todas las piezas
estuvieran alineadas con el marco de referencia inercial, i.e. como si cada centro de masa
estuviera colocado en la base del robot durante todo el ciclo de trabajo (figura 5.5).

Figura 5.5: Ejemplo de un Cuerpo Rigido alineado con el Marco de Referencia Inercial.

Lo anterior, en robots reales, es incongruente, ya que cada centro de masa de cada cuerpo rigido
se desplaza hacia diferentes direcciones respecto al marco inercial, lo que cambia su orientacién
por completo. Para resolver esta situacion, se puede realizar una transformaciéon entre marcos de
referencia, la cual se describe como sigue

0 _ o -1 _ po T

donde R% /0 € R3*3 representa la matriz de rotaciéon del cuerpo rigido estudiado, la cual se obtiene

de las matrices de transformacién homogénea de la cinematica directa hacia cada centro de masa
y cuya forma inversa Ré}o es igual a su forma transpuesta RS /0" Su significado fisico se puede

interpretar de la siguiente manera (figura 5.6):

c) R

Figura 5.6: Ejemplo de Transformaciéon entre Marcos de Referencia.
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a) A través de la cinematica directa, se conoce la orientacion R% o del centro de masa respecto

al marco inercial, donde los valores del tensor de inercia Ig, calculados por software, se
encuentran también

b) El marco del centro de masa se alinea con el marco inercial al invertir la matriz de rotacion
(Ré} 0)' En la figura se ejemplifica como una traslacion, pero en realidad no se desplaza,

solo rota

c¢) Estando alineado el marco del centro de masa con el marco inercial, se toma al tensor de
inercia I y se rota en el espacio con la matriz original R% /0" Al igual que en el caso anterior,
en la figura se ejemplifica como una traslaciéon, pero en realidad no se desplaza, solo rota

0

S/0’

acuerdo a su masa y geometria, por lo que su calculo dependera de cada sistema, sin embargo, se

generaliza su calculo considerando al tensor de inercia, obtenido numéricamente, como

Los tensores de inercia | Ig de los cuerpos rigidos que constituyen un robot pueden cambiar de

II:L’ _Izy _Izz
Iog=|-Iy I, —I.|. (5.20)
_Izz _Iyz Izz

En el anélisis de posicion y velocidad para el calculo de las energias cinética y potencial, se estu-
diaron los diferentes puntos de unién entre cuerpos rigidos y no sus centros de masa, por lo que
los valores en el tensor de inercia cambian, sin embargo, estos se pueden transformar tal como se
explicé anteriormente, solo que las matrices de rotacion se definen en funcién del punto de analisis
involucrado.

5.3.1. Cuerpos Rigidos I;

Para el anélisis de este tipo de robot, se considera que cada cuerpo rigido I; tiene un tensor de
inercia Ij;, el cual se define de la siguiente manera:

Iz:r *Iry *Izz
L= |-Ly I, —I.|. (5.21)
_Izz _Iyz Izz

Su postura (posicion y orientacion) fue descrita en la ecuacion (2.7), esto permite definir a la matriz
de rotacién como

cos (¢;) —sin(¢;)cos(0;) —sin(¢;)sin(6;)
Ry 0= [sin(¢i)  cos(¢;)cos (0; cos (¢;) sin (6;) |. (5.22)
' 0 —sin (6;) cos (60;)

Ya que calcular estas matrices de rotaciéon no es algo complejo, se omite su algoritmo, pero el
codigo en MATLAB puede encontrarse en el apéndice A.10. Con esto, el tensor de inercia [;, puede
transformarse con las ecuaciones (5.19) y (5.22), sin embargo, debido a la extension del resultado
general (i.e. aquél que puede utilizarse para cualquiera de los tres cuerpos l;), solo se mostraran los
tensores para cada cuerpo rigido considerando que ¢; = 0, %m %77, coni=1,23:

Ipa, Iz, sin (01) — Iy, cos (61) — Iy, €08 (01) — Ly, sin (61)
1?1/0 = | Loz sin(01) — Ipy, cos (01) Iy, cos (01)% + 21, cos (61)sin (61) + I, sin (6;)? 1Ly, — Lz, sin (201) — 1,2, cos (261) s (523)
Iz, cos (61) — Iy, sin (67) 2 Tyyy — L.z, ]sin (261) — 1,2, cos (261) Iy, sin (61)% — 21, cos (01)sin (61) + I, cos (61)°
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Yoy + 3y, + V3L, Fyy,) 008 (02) = Loz, = Vly,) sin (02)

Lezy = V3ly2,) €08 02) + (Flars + Ly = 1) sin (02)

0,=% ({‘1 + Ly, - 4, 02) — (Lzy = V31,2,) sin (02) (3L, — V3L cos (62)* — (V3L in (20) + 2L, sin (62)* cos (262) + (%1,_‘ = LBy + 1y, — 1. 1 (20) 5 (5 . 24)
(Tess = Vil,22) 008 00) + (Fhur 4 Loy = Bl ) sin02) (VL + 1) €05 (202) + (Haz = Fhops + 3y = L) sin(202) 4 (aas + Tyye = 2V501) 0 (02)7 + (VB + 1y, sin (200) + 2L, :
Yoay + 2y, — V3L, Ly = Ly + B 0y.) c05(03) = (Fusy + V3l sin (0) (Fusy + V31, cos (00) — (4 s = Iyys) sin (63)
D=4 = Loy + F 1y, €08(85) = (Losy + VB, ) sin (60) (e b 11,,,) €08 (05)° — (VBluy + Iz, sin (205) + 2L sin (65)° cos (20) + (3o, + b1 ) sin (265) s (525)
) €08(03) = (Fluay = Loy = Flyy ) in (0) i+ 1) €08 (203) + (3w + By + Ty — ) sin (26) 12) 581 00)" = (V3L = I,s,) sin (26) + 21, cos (0)°

Notese la extension de los resultados anteriores, por lo que se sugiere calcular los tensores de inercia
(sin importar el cuerpo rigido estudiado) con MATLAB utilizando el codigo en el apéndice A.11.
Se omite el algoritmo ya que solo se necesita que sus parametros de entrada sean el tensor de
inercia I; de cualquier cuerpo rigido (calculado numéricamente por alguna herramienta de dibujo
paramétrico) y su respectiva matriz de rotacion R? /o Se debe aclarar que el tensor de inercia
de estos cuerpos rigidos se debe calcular respecto a su base y no a su centro de masa.
Por ejemplo, en [13] se propone que este tipo de cuerpos rigidos sean varillas (figura 5.7), cuyo
tensor de inercia respecto a su base se describe como

m2 0 0
0 0 0

Figura 5.7: Ejemplo de la Simplificaciéon en la Geometria del Eslabon [;.

Sin embargo, los robots reales tienen cuerpos rigidos con geometrias mas complejas, por lo que
se sugiere calcular sus tensores con herramientas de dibujo parametrico como SolidWorks.

5.4. Modelo Matematico

El modelo matemaético de un sistema dindmico con multiples variables se puede calcular con las
ecuaciones de Euler - Lagrange, y aunque es comun definirlas individualmente para cada articulacion
en un robot, en [11] se propone calcular el modelo de forma generalizada con la siguiente ecuacion

T T
d (0L} OLS)0\"
A (o) (e (5.27)
dt 96 00

donde L? 0 € R es el lagrangiano en funcion de los puntos de analisis de velocidad dentro del robot,
mientras que 7 € R3*! es el torque aplicado en cada una de las articulaciones # € R3*! de un robot.
El lagrangiano L? /0 € R, que es un valor escalar, se calcula como la diferencia entre la energia
cinética y potencial del sistema

siendo KJQ/O y PJQ/O las energias cinética y potencial definidas en las ecuaciones (5.16) y (5.17).
Debido a que existe una interrelacién compleja entre los movimientos en las articulaciones y el
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efector final, se debe calcular un modelo auxiliar que permita conectar ambos espacios
de coordenadas en un solo modelo dindmico; esto se logra calculando el mismo lagrangiano
de la ecuacion (5.28), solo que la ecuacion de Euler - Lagrange cambia de la siguiente manera

oL oL
( J/(’) < ”0> = (5.29)
87“6/0 07’6/0

en este caso, f € R3*! es una fuerza que afecta directamente al efector final, que puede ser la misma
generada por el robot o una fuerza externa. La diferencia entre ambas ecuaciones es que las derivadas

parciales se realizan en funcion de las posiciones y velocidades de las articulaciones 0,0 c R**! y de
la posicién y velocidad del efector final F(e)/[)’ FS/O € R3*1,

5.4.1. Restricciones Cinematicas

Una forma muy simple para definir la relacion entre modelos dinamicos es estableciendo una
restriccion S; € R en el sistema, la cual conecta directamente el movimiento de las
articulaciones con los movimientos en el efector final. Esto se habia hecho anteriormente con
las ecuaciones (2.11) y (2.12), que definen tres esferas que acotan el comportamiento cinematico
del efector final; en este caso tienen la misma funcion, solo que para este analisis, las ecuaciones se
estructuran en forma matricial de la siguiente manera

S;=(x—¢° 2—|— - 2—1— z—c° 2—112—0
L Ti/0 Y Yi/0 Zi/0 i

xr — CO
0 0 0 01/0 2
= ({SC - Cxi/o y- Cyi/O Z = Czi/o}) Y- yi/o —v = 0 (530)
z — CO
Zi/0

T
= (fg/o - 521-/0) (fg/o - Cﬂm) - =0,

coni € R,i=1,2,3, que representa a la i-ésima articulacion. El significado fisico de esta restriccion
es que se delimita el espacio de trabajo del efector final, el cual solo se desplaza dentro del espacio
en el que las esferas se intersecan (figura 2.5), lo que directamente limita el movimiento de las
articulaciones, evitando posiciones singulares. Para incorporarlo en las ecuaciones (5.27) y (5.29),
la restricciéon se estudia con multiplicadores de Lagrange, derivandola respecto a las coordenadas
generalizadas 6 y Fg /0> €sto es

o o
— e/0 v; /0
Z/\’“ (agk) 22/\’“( L/0> ( 00, 00 )’ (5.31)
or oc
e/0 v;/0
§M< )_2§ )\k( —U/O) <8rk_ ark>’ (5.32)

donde c‘?} /o € R3*! es el vector de posicion del i-ésimo centro instantédneo de rotacion, relacionado con
i

L, . . ., . ., . o o & BTP oe°
la i-ésima articulacion y definido en la ecuacion (2.11); asimismo, ae,i o 8”9]: it 87};: 0 ¢ R3x!

SO

o
(;"/0 k-ésima columna de la matriz jacobiana geométrica J! (7, 7), ecuaciones (3.5) y (3.22)

1.
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Bc",ji/o

56, derivada del i-ésimo centro instantaneo de rotaciéon respecto a la k-ésima articulacion

o . .. .
3. (;%}:0: derivada de la posicion del efector final respecto a sus propias coordenadas (z,y, z). El

valor de k representa a cada coordenada, e.g. k=1=x,k=2=y,k=3==z

oL . .. . . .,
4. 81;3;9/ % derivada de la posicién del centro instantaneo de rotacién respecto a las coordenadas

(z,y, z) del efector final. El valor de k representa a cada coordenada, e.g. k =1=2x2,k=2=
yk=3=z

o . .
Exceptuando a g;; 2. cuyo valor se puede obtener de la ecuacion (3.26), cada una de las matrices
listadas se calcula de la siguiente manera:

b 5 0 sin (¢;) [a; — p; + L sin (6;)]
0 = 3 | [ cos (@) lai = pi + Lisin (6:)]
g * —1; cos (0;)

Li sin (¢;) cos (6;) (5:33)
i SII i) COS (U;

: i . 09; 00;
= *lz COS ((7251) COS (01) . b — R¢i72ﬁ2i/0 X f?/ai L 5

en este caso, gg; serd igual a 1 cuando ¢ = k, de otra forma seré igual a cero. La siguiente derivada
07 /0
a calcular es T

87:2/0 _ 0 Z B (1)
ory ox ] 0]
o0 ] 0]
o _ 9 (1) =1 (5.34)
Ory oy s 0
oo ([])_ [0
87"3 82 _Z_ -1_

Estos resultados se pueden expresar como 1 € R>*!, donde el subindice indica la fila donde existe
. L . 089,
el valor 1, el resto sera igual a cero. Por ultimo, la derivada a;k/ ° es:

86_2./0 P [ sin (¢;) [a; — p; + 1 sin (6;)] ]
5 LA 5 | [0 (¢4) [a; — pi + i sin (0;)]
T1 x I —l; cos (6;)
36_2./0 P [ sin(¢;) [a; — pi + lisin (6;)] ]
5 /0 50| [0 (¢4) [a; — pi + i sin (0;)]
T2 Y i *lz’ [0} (91) | (5 35)
36_2,/0 P [ sin (¢) [ai — pi + Lisin (6;)] ] -
5 LZAS 55 | |~ cos (¢i) [ai — pi + i sin (6;)]
T3 z I —1; cos (6;)
0
= O s
0
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por lo tanto, las ecuaciones (5.31) y (5.32) se reducen a

& a5; 3 ) o0
2 (891) =23 M (Fg/o B égi/())T (JI (k) = KR%zngi/o) X F?/ai:| M) : (5.36)
3 3
2 (gi) =2> M (7’2/0 —Egi/o)le- (5.37)
k=1

k=1
Estos resultados seran tutiles una vez que los modelos dindmicos hayan sido defindos utilizando las
ecuaciones de Euler - Lagrange.

5.4.2. Modelo en el Espacio de las Articulaciones

Comenzando por el modelo dinamico de las articulaciones, su lagrangiano se puede definir utili-
zando las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.28) tal como se muestra a continuacion:

3 - . . P 3
L?/o = % Zi:l {(ml +my) "'_‘]T/O"-?/o + ”1'1"7'-{;/0”_'2]/0 + w]T/U (I[)mj/0 + I?,/”) w;)/u} + %TILCTEL)ITS/(J +g7 {Zi:l (mﬁ'(jl/o + 7””_2,/0) + mcf'g/o} s (538)

a partir de aqui solo se deben realizar las derivadas de la ecuacion (5.27) de la siguiente manera:

T
or® \T |3 o0 a0 7
() =[Sy o ) o 2] 5 o

Jj=1

. . L. o, o7, O . .
esto puede simplificarse ya que los términos 3‘;—/ ° 8](5/ ° pg/ € R3*3 son las matrices jacobianas de

velocidad lineal definidas en las ecuaciones (3.26), (5.8) a (5.10) y (5.12):

o \T [
<8Lj_/0> _
a9 =

- (5.40)

(mlij) + (me + 3my) JT ¢

NE

(mlJ;‘Fj +vaT) +meJ | g

Il
'M“

j=1

El siguiente término por calcular es la derivada del lagrangiano en funciéon de la velocidad de las
articulaciones, esto es:

OLU T
L) =58
a6 J=1

donde las derivadas

0 T
97 /0

o T T
o 0 : A’ 0 0
(my +my) ( d’;”) 90+ My < = > r'”p]/o + ( 8’3/°> <Im/0 + Il/0> W

8;’?‘/0 8;2]"/0 8“?_/0 87'72‘/0
86 7 88 7 od ' o6

o \T .
+m<%> 0 (5.41)

€ R3*3 se calculan de la siguiente manera:

930 l; sin (¢;) cos (6;) ' l; sin (¢;) cos (6;) ' l;sin (¢;) cos (6;) '
ﬁfo = | |—l;cos (sz) cos (6;) g% —1; cos ((;51) cos (6;) gg; —l; cos ((;51) cos (6;) g—g; ,  (5.42)
l; sin (0;) l;sin (0;) l; sin (6;)
en este caso, las derivadas 90; 00 90 ¢ R seran iguales a 1 cuando 90, 902 903 (o otra forma,

901 902 803 901’ 902 803’
las derivadas seran iguales a cero. Por ejemplo, cuando i = j = 2, ¢ = %71’, la derivada sera

87:(2)/0 0 ﬁlg COs (92)

0
= 0 §l2 COs (02) 0 5 (543)
90 0 lasin(fy) 0
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que es igual a la matriz jacobiana de velocidad lineal J,, (7, 7) de la ecuacion (5.9), por lo tanto, la

derivada 5 el es igual al resultado de la ecuacion (5.7). Este mismo principio de anélisis lleva a que

el resto de derivadas se definen como

a0 a0
— Pl e0 g (11, 7), ecuacion (3.26) (5.44)
00 06
ouw? /0
—2= = J,, (i, 7), ecuaciones (5.4) a (5.6). (5.45)
LY

Con esto se puede reducir la ecuacion (5.41) de la siguiente manera:

T
0 . . . .
<61(;9_/0) = 2?21 {(mz +my,) JVTJJVJH +myJTJO + Jgj (I?n/o + I?/o) ijg} +meJT g8,

0 T o
(“/‘)) - [(ml ) JE Ty + JE (19nj/0 + I?j/0> ij} + (me +3my) JTT | 8, (5.46)

Jj=1

matriz de inercia D(é) €R3%3

Por ultimo, se calcula la derivada en funcién del tiempo del resultado anterior, lo que lleva al siguiente
resultado

or® \' .. .
dt( J/°> = D6 + D4, (5.47)
o0

donde D (9) € R3*3 es la derivada de la matriz de inercia, que se puede calcular facilmente derivando
algunos términos de la ecuacion (5.46)

D) = {ijl {(mz +my) (J'VTJJVJ + J'VT]JV]) +J7 (IU o+ 1) /n) Juoy + 7, (Imj/n +10 /O) Jus ] + (me + 3my) (J'T.I+ JTJ'H . (5.48)

En el resultador anterior aparece la derivada de la matriz jacobiana geométrica como J, la cual se
calcula con la ecuacion (4.13); por otro lado, si se derivan las matrices jacobianas de las ecuacio-
nes (5.4) a (5.6), se obtiene que cada Jw = 033, sin embargo, las matrices J € R3*3 se calculan
derivando las matrices jacobianas en las ecuaciones (5.8) a (5.10), que en general se debe derivar el

, . ) -0 i .
término (R%Tr,zna3 /0) X T34, de la siguiente manera

% (AR % [ (Rowsttjo) | <70, + (Roweitugo) % (e,
—_———

=031 ecuacion (4.6) (5.49)
= (qusi,zﬁgi/o) x KR@,zﬁgi/o) x ,F?/aii| 0;,
lo que permite definir a cada jvj de la siguiente manera:
j\{l = [(R()%ﬁgl/o) X [(RO,zﬁgl/o) X 7;(1)/@1} 01 03x1 03><1} (5.50)
L =05 (Rapii®, o) % [(Ramai®, o) X 70, | 62 05 (5.51)
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j‘{3 - 03><1 03><1 (Réﬂ. 7 (I /0) {(Réﬂ 7 U&/O) X 77'(3)/(1/3:| 93:| (5.52)

Sin embargo, cualquiera de estos resultados, al ser multiplicados por su respectiva matriz jacobiana
de velocidad lineal, daré como resultado una matriz con ceros en todas sus casillas, para demostrarlo
se realizara el producto JVT3 Jy, (aunque se puede demostrar con cualquiera de las tres matrices):

O1x3
JETL =JL gl = T O1x3 y 1T {ngl 031 (Rgmﬁﬁg/o) X fg/ag}
_(R%ﬂ,znag/o) X [(R%mzn%m) X T3/a3:| 03
0 0 0 T
_ 10 0 0 j
B =0 r =0 -0 r =0 -0 g
000 (Ryeatil o) [(Rymao) ¥ e, | [(Bamefgn) % %],
[0 0 0
0 0 0 .
- ~0 T -0 05
00 |:(R17TZ (13,/0) X TS/(L-J <R17rz (15/0) x {(R%wz a;/O) X 7'3/(13}
L aT b a i
= 03x3,
(5.53)

lo que es valido ya que existe un triple producto escalar [7] con dos términos similares, lo que
convierte al término en un valor igual a cero. Con esto, la derivada de la matriz de inercia se reduce
a lo siguiente:

D (8) =C (é, 5) = (me + 3m.) (J'TJ + JTJ') , (5.54)

donde C (6, 9) € R3*3 representa a la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis de este tipo de

robots. Al agrupar todas las derivadas calculadas previamente, se puede definir, parcialmente, el
modelo dinamico del sistema

D (9) 6+ C (é, é) 23: (mlJT> (me +3my) JT | g =1, (5.55)

Jj=1

G(6)

con G (é) € R3**! que es la matriz de efectos gravitacionales. Para calcular cada término en este
modelo, se presentan los algoritmos 10 a 12, cuyos codigos en MATLAB se encuentran en los apén-
dices A.12 a A.14. Para comprender mejor el codigo, se considera que cada una de las masas my, m,,
y m. se envian, como parametro de entrada de las funciones, en un arreglo, es decir

m = [ml My me] , (5.56)

esto mismo se hace con los tensores de inercia del motor I,, y del cuerpo I;, solo que estos se
almacenan en una variable tipo celda de la siguiente manera:

1={I,, I}. (5.57)
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Algoritmo 10: Matriz de Inercia D (é)

Entrada: (Fg/o,é,a,l,p,m,l> ; /* Parametros geométricos */
JI (71, 7) + ecuacién (3.26) ; /* Matriz jacobiana geométrica */
[Jy, Jw] + algoritmo 9 ; /* Matrices jacobianas de velocidad lineal y angular */
R; < apéndice A.11 ; /* Matrices de rotacién de los cuerpos [; */
D (0) + (me 4 3my) JTJ ; /* Inicializa la matriz de inercia */
for j < 1 to 3 do
I(T)nj/o — Rl {j}T{1} Ry, {5} ; /* Transforma al tensor del j-ésimo motor */
I?j/o — RE{j}1{2} Ry, {5} ; /* Transforma al tensor de [; */
D (9) ¢ D (8) + (me +mo) JT {5} I {5} + +IT 45} (19, 0+ 10 10) s (5}
end

Salida: D (5)

El caso de la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis es algo facil de resolver, ya que solo se
deben utilizar la matriz jacobiana geométrica y su derivada en funcién del tiempo como parametros
de entrada, ademés de las masas de los cuerpos rigidos.

Algoritmo 11: Matriz de Efectos Centrifugos y de Coriolis C (9, é)

Entrada: (JI, JI, m) ;

/* Matrices y masas */
C (9, é) — (me + 3my) (jTJ+ JTj) ; /* Matriz de la ecuacién (5.54) */
Salida: C (é, 5)

Para calcular la matriz de efectos gravitacionales se debe recordar que la aceleracion gravita-
cional se define como en la ecuaciéon (5.18) siempre que el marco de referencia inercia
sea definido tal como se ha mostrado a lo largo de este documento.

Algoritmo 12: Matriz de Efectos Gravitacionales G (é)

Entrada: (Fg/o,é,a,l,p,m7g) ; /* Parametros geométricos */
JI (7, 7) + ecuacion (3.26) ; /* Matriz jacobiana geométrica */
[Jy,~] < algoritmo 9 ;  /* Matrices jacobianas de velocidad lineal solamente */
G (0) « (me+3my)JT;  /* Inicializa la matriz de efectos gravitacionales */
for j «+ 1 to 3 do

| G(0) « G (6) + mJT {5}

end

G(é) +— -G (é)g; /* Multiplica por ¢ y el valor calculado se hace negativo
porque los cuerpos rigidos se encuentran por debajo del marco inercial en
todo momento */

Salida: G (5)
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El modelo dinamico en la ecuacion (5.55) debe restringirse con los resultados de la ecuacion (5.31)
en el torque generalizado, ya que este es quien genera los movimientos de las articulaciones; esto se
describe de mejor manera con la siguiente ecuacion

S e (70 - EJI/O)T (77 ) = [(Ro.s, o) % 72, ] 251)
D(0)6+C (é,é) B+BO+G(O)=7+2 |32 A <fg/0 76432/0>T (Jf(:,k;) B [(szﬁo ) 0 ] @) 7

2m,2Ma5/0 ) X "2/as | 90y

Yot A (FS/O - 523/0)T (Jl (k) = [(Rgmﬁgﬁ/o X Fg/%] %)

D(#)d+C(0,6)0+BI+G(0) =7+, (5.58)

donde B € R3*3 es la matriz con los coeficientes de rozamiento viscoso de cada una de las articu-
laciones del sistema y se incluye en el modelo para hacerlo lo mas realista posible. Por otro lado,
7, € R3*! representa al torque de restriccién que evita las singularidades en el sistema. Este se puede
calcular con el siguiente algoritmo, cuyo codigo en MATLAB se encuentra en el apéndice A.15.

Algoritmo 13: Torque de Restriccion 7,

Entrada: (7:2/0,45,(1,1,1), 5\) ; /* Parametros geométricos */
¢ %77; /* Separacidn entre articulaciones */
JI (7, 7) + ecuacion (3.26) ; /* Matriz jacobiana geométrica */
T, < zeros(3, 1) ; /* Inicializa el torque de restriccidn */

/* Itera sobre cada articulacién */
for i <~ 1 to 3 do
E?),/O + ecuacion (2.11) ; /* Posicién del ¢-ésimo centro de rotacidén */

(R%ﬁgi/o) X 7y, ¢ ecuaciones (3.13) y (3.15)

/* Itera sobre cada A\, */
for k<1 to 3 do

/* Si los subindices coinciden */
if © =k then
T
7 (i) 1 (1) + 20 (76 = o) [97 (k) = (Roi, o) x 70, | 5 /¢ 38 =1
*/
else
T
Tr (1) = 7 (3) + 2k (7:2/0 - 52,-/0) [JT (5, k)] 5 /* gg;i =0 */
end
end
end
Salida: 7,
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Este algoritmo requiere de los coeficientes A € R3*!, los cuales pueden calcularse a partir del
modelo auxiliar del robot en el espacio cartesiano, es decir, utilizando las ecuaciones (5.29) y (5.37).
5.4.3. Modelo Auxiliar en el Espacio Cartesiano

La ecuacién de energia cinética y el lagrangiano, para este modelo dindmico, se definen tal como
se hizo en secciones previas (su tamano tuvo que reducirse para poder mostrarlas detalladamente),
solo que ahora no se expanden para obtener las velocidades de las articulaciones, es decir

0 3 S0 S50 T 0 -0 0
L7/0 3 z]:l {(ml + my) Tj/O#j/D + 1Ty 0T, 0 T )0 (Im/O + Il/o) 1/0} + 3 merC/O c/o +g7 [EI " (mlr*j/o + m,urpj/o) + mf‘r*c/o} (559)

A diferencia del analisis en el espacio de las articulaciones, aqui lo importante es trabajar con
coordenadas cartesianas sin involucrar a las variables 6, 0, entonces se puede comenzar a operar las
derivadas del lagrangiano tal como se indica en la ecuacion (5.29):

T
oL 3 o o
j/0 p;/0 e/0
_ o . 5.60
(37"&/0) Z (m e ) o a7"e/0 ! (500

Jj=1

Para obtener el resultado anterior, se consider6 que las derivadas de la mayor parte de términos son

iguales a cero, ya que son velocidades (lineales y angulares) que no dependen explicitamente
de la posicién del efector final ¢/00 SN embargo, la ecuacion (5.13) contiene al vector /‘/' 0

que si se expandiera en el lagrangiano que se estid operando, podrian derivarse en funcion de las

o) o O
coordenadas (z,v, 2) del vector 7, . Entonces, _’JOJ/ , 722 € R3%3 son
e/0 8rc/0 37"6/0

ox ox ox

a7 9z Oy 0z 1 00
570 0 _ % % % =10 1 0] =I3x3 (5.61)
e/0 = 50 5 0 0 1
o7 /0 x 4 p; sin (¢;) x + p; sin (¢;) x + p; sin (¢;)
50— = |ox |y picos(@)| & [y—picos(d)| 5z |y —picos ()
e/0 | z z z
o0 0 (5.62)
=10 1 0] =1I3xs,
0 0 1
por lo tanto, la ecuacion (5.60) se simplfica de la siguiente manera:

OLY 3

j/0

= (my) +me| g

(3 e/O ) ;::1 (5.63)
= (me + 3mv)g

El siguiente término por calcular es la derivada del lagrangiano en funcion de la velocidad del efector
final:

T . T
oL. ) o <8r ) . 00 .
]/0 _ My Pj /0 ’F @/0 =
—_— = 5 p;/0 +Me | —— Te/0 (564)
< 87’2/0 j=1 (%e/o 87:2/0
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Al igual que en la otra derivada de este modelo dinamico, se consider6 que las derivadas de la mayor
parte de términos son iguales a cero, ya que son velocidades que no dependen explicitamente de
a0 570 )

la velocidad del efector final. Asimismo, a-pij/o Ze/0 ¢ R3%3 gop;

’ 570
67‘(3/0

20 20 L 100
87"6/0 B 8%/0 B % % % B B
90 970 9¢ Oy 0%

Te/0 Te/0 9z 9z 92 0 0 1

esto es valido debido a la forma en la que se calcula la velocidad ng /07 definida en la ecuacion (5.12),
lo que reduce la expresion anterior a

or?

or%,.\ " :
( .”) = (me +3m,) 7, (5.66)
e/0

Por dltimo, se calcula la derivada en funcién del tiempo del resultado anterior

T
d (9LY, .
— - = (Mme + 3m, 7:2 . 5.67
= ( ) = )70 (5.67)

Al agrupar todas las derivadas calculadas previamente, se puede definir, parcialmente, el modelo
auxiliar )
(me + 3my) 7o jg — (Me +3my) g = § (5.68)

donde Fg 1o € R3*! es la aceleracion del efector final, la cual se calcula con las ecuaciones (3.26), (4.2)

y (4.13) y el algoritmo 8. Con estos resultados no se busca crear otro modelo dindmico que funcione
de forma independiente, sino utilizarlo para encontrar los valores de \; que seran utilizados en la
ecuacion (5.58). Por lo tanto, se considera que el modelo dinamico de la ecuacion (5.68) se relaciona
con la restriccion de la ecuacion (5.37) de la siguiente manera

3 0 0 T
D=1 Mk (Te/O - Cm/O) Ly
. T
(me +3m.) 72 — (me +3mu) g =42 |53, M (70— 2,0) 1 (5.69)
T
3
D ket Ak (Fg/o - é23/0> Ly

Debido a que la ecuacion (5.37) esta reducida, es muy simple expandir y factorizar el término a la
extrema derecha de la ecuacién anterior como sigue:

S (7 - ,0) 1 M (=) it da (7 — o) 1ot da (-0 0) 1
k=1"k e/0 “v1/0 " k 1 e/0 “v1/0 . 1 2 {"e/0 “v1/0 " 2 3 e/0 “v1/0 3
3 _
2351 A (Fg/o - 6?12/0) Li| =2\ (r{e]/o - (#132/0) Li+ A (7?/0 - C?z-z/o) Ly + A3 (Fg/o Cy, /o) I3
3 T T T
Dkt M (7:2/0 - 523/0) Ly A1 (fg/o - 523/0) Li+ A (F(e)/o - 5?;3/0) Ia+ A (7:2/0 Cy, /0) I3
3 (7 & g 1 70 & ’ 1 70 & g 1 70 5 1
Zk:l k 76/0 - C111/0 k 76/0 - C1;1/0 1 76/0 - C111/0 2 76/0 C111/0 3 A1
T T T T
2| (R0 = o) 1| =2 (70 =) 1 (=) 12 (=) L M (5.70)
T T T T 3
3
Dkt M (Fg/o - 623/0> 1k (Fg/o - 623/0> L (Fg/o - 623/0> 12 (F?/o - 523/(1) Iz —~~
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Esto permite calcular los valores de A € R3*! sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién (5.69)
=0 o\ =0 o\ =0 o \"
(Te/() - cvl/O) 1 (Te/O - Cm/O) Lo <Te/0 - Cvl/O) L3
T T T - .
2 (7:2/0 - 5(7]72/0) L (T_(e)/o - 522/0> Ly (7_’2/0 - Eij;/o) L3 A= (mﬁ + va) 7:(e]/O - (m‘f + 3m“) 91
T

T T
0 20 0 _ 0 0 0 . Vector beR3x1
(re/() Cv3/()) L <Tc/() CU3/(J) Iy (Tc/(] CU3/0) L3

Matriz A€R3X3

T T T
(’F{EJ/O - Cﬁdo) 1 (7"2/0 - 331/0) 1y (7"2/0 - 521/0) I3
- T T T .
A= {2 (1= ) 1 (=) 12 (10 —hso) Ts| | [me+3m) il — (me+-3m0)g—f]. (5.71)

3

-0 o O\ -0 o\’ -0 r
(Te,/o _%3/0) L (Te./o - %g/o) Iy (Te,/o - mg/o) I3

Debido a que los valores de \ dependen de variables que cambian conforme el tiempo evoluciona,
deben calcularse numéricamente y en tiempo real (tal como se ha hecho en todos los algoritmos
anteriores), mientras se sustituyen en la ecuacion (5.58), lo que genera un modelo dindmico cerrado,
que realimenta valores entre si para evitar singularidades. Su algoritmo se muestra a continuacion,
mientras que su c6digo en MATLAB se encuentra en el apéndice A.16; ademas, al igual que ocurrio
con el algoritmo 13, las masas de los cuerpos rigidos se envian, como parametro de entrada, a través
de la variable m.

Algoritmo 14: Coeficientes \

Entrada: (fg/o,é, é, 5,a,l,p,m,g,f> ; /* Parametros geométricos */
¢ — %77; /* Separacidn entre articulaciones */
JI (7, 7) + ecuacién (3.26) ; /* Matriz jacobiana geométrica */
J1 (71, ) + ecuacion (4.13) ; /* Derivada de la matriz jacobiana geométrica */
7.7'2/0 <+ ecuacion (4.2) ; /* Aceleracién en el efector final */
b(—(me—|—3mv)752/0—(me+3mv)g—f; /* Vector b */
for i + 1 to 3 do

égi/o <+ ecuacion (2.11) ; /* Posicién del i-ésimo centro de rotacidén */

T T T
Al <2 {(Tf/o - ‘3{31/0) oo (fg/o - g31/0) 1o (7{?/0 - 5?»,/0) [0o 1]T] ; /% i-ésima fila de A */
end
A+ A~1b
Salida: A

Este algoritmo requiere de conocer las posiciones, velocidades y aceleraciones de las articulaciones
para poder calcular la aceleracion instantanea del efector final. En un modelo con MATLAB y
Simulink, estas se obtienen directamente de los bloques integradores, pero en un robot real, se
recomienda que los motores utilizados tengan, al menos, un sensor de velocidad para garantizar una
correcta estimacion de su aceleracion a través del calculo numérico presentado en el algoritmo 7.
Si solo se puede medir la posicion del motor, se deberian utilizar los algoritmos 5 y 7, lo que podria
generar errores si el tamano de paso en ambas derivadas no se escoge adecuadamente.

5.5. Simulaciéon Numeérica

Una ventaja de crear algoritmos numeéricos es que se pueden utilizar en Simulink, lo que reduce la
complejidad del modelo ya que se evita conectar multiples bloques para cada una de las ecuaciones.
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En vez de eso, se crea un unico bloque que llama a cada funcién y cuyos resultados numéricos
se envian a otros bloques, creando asi una simulacién completamente funcional. Para este robot, se
utilizaron bloques llamados MATLAB Function, que permiten llamar, desde Simulink, a todas las
funciones que se han desarrollado a lo largo de este documento. Esto se ejemplifica en la siguiente

figura

Etapa 3: parametros del
modelo dinamico

=
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Figura 5.8: Diagrama de Bloques del Modelo Dinamico.

Dentro de los bloques de cada etapa, cuyos codigos se encuentran en el apéndice A.17, solo se
debe llamar a la funcion o funciones implicadas en el proceso que se desea ejecutar. Por ejemplo, en
la Etapa 4 se calculan los coeficientes \ y el torque de restricciéon 7, de la siguiente manera

Newm kW e

function [T, Lambda] = restricciones(X, theta, dtheta, ddtheta, a, 1, p, m, g, f)

% Calcula la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis

Lambda = lambdz_i(X, theta, dtheta, ddtheta, a, 1, p, m, g, );

% Calcula las restricciones cinemdticas

T = constraint(X, theta, a,

1, p, Lambda);

Figura 5.9: Célculo de A y 7, en Simulink.

En este caso particular se deben calcular los coeficientes A con la funcién lambda_i.m (algorit-
mo 14 y apéndice A.16), cuyos resultados son enviados a la funciéon constraint.m (algoritmo 13
y apéndice A.15), lo que calcula los valores de 7., que son enviados como parametro de salida del
bloque y que se requieren en la Etapa 5 del modelo. En esta existe un blogue de memoria, el cual
se utiliza para garantizar que, desde el primer ciclo de calculo, exista un valor de aceleracion en las

articulaciones 6, asi no se crea ningun bucle algebraico. Para verificar el funcionamiento del modelo
en una simulacion, se utilizan los parametros definidos en la tabla 1, ademas de los siguientes:
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Parametro Valor Numérico
9 (0.7 07 0.7]{ [rad]
) T [rad
o 0 0 o] [=d]
m [0.4417 0.3039 0.6965] [ke]
g [0 0 —9.80665]" [=]
j [0 0 0]" [Newtons|
T [0 0 o [N-m]
0.1320 012 )
I ka -
" |:02><1 02><2:| (kg -m?]
0.9421 0.5080 0.6982
I 0.5080 0.2348 0.1843| [kg - m?]
0.6982 0.1843 0.0430
B 0.75 T |2

Tabla 2: Parametros del Modelo Dinamico

Estos pueden crearse desde el command window en MATLAB o directamente en Simulink, aunque
la primera opcién da mas libertad para modificar los datos. Estableciendo un tiempo de simulaciéon
t = 15, el modelo arroja los siguientes resultados

Posicion de las Articulaciones Velocidad de las Articulaciones
0.8 3

0,
b,
[} 0

o
>

o
=

Amplitud [rad)
o
2

o

'\ A o]
\ Py
| U/Mv s~

04 -4
0 5 10 15 0 5 10 15

Tiempo [seg) Tiempo [seg]

Posicion del Efector Final

Amplitud [metros]

bou

0 5 10 15
Tiempo [seg]

Figura 5.10: Comportamiento de las Articulaciones y el Efector Final en Simulink

Se observa que el comportamiento del efector final (71, 7%, 7's) = (7, 7y, 7-) es libre, pero erratico,
en la primera mitad de la simulacién, ya que el vector de torque 7 es igual a cero y no genera movi-
mientos en las articulaciones. Este comportamiento cambia ya que los fenémenos fisicos involucrados,
ademas del torque 7, acotan gradualmente el comportamiento de las articulaciones (figura 5.11), lo
que lleva al efector final a una posicion de reposo, es decir, al final solo se ve afectado por los efectos
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gravitacionales, que ocasionan que caiga pero se mantenga unido al resto de cuerpos rigidos en el
sistema.

“10° Coeficientes A 1010 Torque de Restriccion
4 10
—X\ —T7
3 A2 | 8 -
A3 T3
6k
2 —
2 g
208 =
= -
=2 p=t
) =
: x
4 <
2f
2 4}
3 . . 5 . |
0 5 10 15 0 5 10 15
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 5.11: Coeficientes A y torque de restriccion 7.

Los resultados permiten concluir que el modelo dindmico funciona correctamente, por lo que
se puede proponer que exista una funcién de control que calcule el torque necesario para que las
articulaciones y el efector final tengan un comportamiento definido por el usuario.

6. Sistema de Control

El principio de funcionamiento de un sistema de control es lograr que las coordenadas generali-
zadas x € R"*! del robot tengan un comportamiento deseado xq € R™"*!, esto se logra calculando
la diferencia entre el comportamiento deseado y el comportamiento medido a lo largo del tiempo,
por ejemplo

e(t) =xq — X, (6.1)

conforme t — 00, el error debe converger o tender a cero para considerar que el sistema de control
funciona correctamente.

6.1. Control de Posicién y Velocidad de las Articulaciones

Proponer una funciéon de control depende de las coordenadas generalizadas que se estan estu-
diando y del modelo dindmico al que estan asociadas. En el caso de las articulaciones, su evolucion
se describe con el modelo en la ecuacion (5.58), el objetivo sera encontrar una funcion de control que
permita a las articulaciones alcanzar una posiciéon y velocidad deseadas, para ello se debe expresar
el modelo dindmico como una ecuacién en espacio de estados tal como se muestra a continuacién

=10
§=D" 1[T+Tr Co— Bl — G}
03x3 ]I3><3 é+ O3x1 " 03x3  O3x3| | O3x1
O3x3 — (C+B) 0 -D G O3x3 D! T+ Tp
——
z d(t) z uc(t)
z2=Az+® )+ Zu.(t), (6.2)
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donde z,7z € R%*! son el vector de estados y su derivada en funcién del tiempo; por otro lado,
A € R5%6 es la matriz de estados, & € R6*! es el vector de no linealidades, Z € R6%6 es la matriz
de entradas y u. € R®%! es el vector de entradas, del cual se debe encontrar su ecuacién para
poder controlar el sistema. Para ello se considera la relaciéon entre la posicion y velocidad deseadas

v medidas, esto es
0= [z@]=[a]-[d (63)

= Zqd — Z.

Ya que no se conocen los valores de z explicitamente, se puede derivar el error en funcion del
tiempo, que para garantizar su estabilidad, en [16], [17] se considera que su evolucion se comporta,
idealmente, como ¢ (t) = —Ke (t), por lo tanto

é(t) = —Ke (1) = — m = —Ar— D (1) = Tu. (1), (6.4)

donde K € R%%6 es una matriz de ganancia constante y definida positiva para garantizar la
estabilidad asintética del sistema; esta se define, en submatrices, como

— KP KU
<[ ] o9

siendo K,,, K,, € R3*3 las sub matrices de ganancia para la posicién y velocidad de las articulaciones,
respectivamente. De la ecuacion (6.4) solo se debe encontrar u., que siguiendo las reglas del algebra
lineal, se llega al siguiente resultado

u. (1) =T [Ke (t) — Az — @ (t)]. (6.6)

Esto puede incluirse en el modelo en Simulink, sin embargo, vale la pena simplificarlo para reducir
el procesamiento en la simulacion, o incluso en un sistema real. Primero, es facil demostrar que la
forma inversa de Z es

—1_ |03x3 Ozx3
rio [ ol o

que si se utiliza con las ecuaciones (6.2), (6.3) y (6.6), se expande y simplifica la funciéon de control
de la siguiente manera

wo=ln 5 (k6] -bs o m] [ -[57)
o B (BT Lo e mi] - [55])

O3><1 L 03x1 (6.8)
-DD-!(C+B)d| |[-DD7'G

<c%§54kpgﬂ

Loixij N :D [Kpep (t) + Kve?)g(xt)l] +(C+B)6+ G} '

O3x1
D [Kpep () + Kyey (1)

03x1
D [Kpep (1) + Kyey (2)]

+

I
| AN R N
|
L B —
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Ya que el u. (t) contiene el torque de las articulaciones 7 y el torque de restriccion 7., se puede
definir completamente el torque en las articulaciones como

7 =D [Kpe, () + Kyey ()] + CO+BI+ G — 7, (6.9)

Este resultado es una funcion de Control Proporcional Derivativo con Compensacion de
Gravedad, que se puede utilizar con el modelo mostrado en la figura 5.8, agregando dos etapas
adicionales:

ER
‘‘‘‘‘
4L 2 ‘ =
—f DS = =
- ES} o
1] B2t ¢ 4<E] B F =1, S N e
(1] (e b A Ll I T (. o ot ™[t
: —fx > 5+
. ‘‘‘‘‘ i
AAAAA Do sl [E—]
e [o>— $.0 - Tory funcién de control
i @—. !
[ >—

Figura 6.1: Diagrama de Bloques del Sistema de Control.

El codigo de estos nuevos bloques se encuentra en el apéndice A.18. Para ejemplificar su funcio-
namiento, se consideran los mismos parametros definidos en las tablas 1 y 2, ademés de establecer
las condiciones del controlador, las cuales son Las ganancias K, y K, se escogen de acuerdo al robot

Parametro ‘ Valor Numérico
04 [-0.4224 0.4882 —0.1774]" [rad]
) T | yad
0y 0 0 o] [=d]
K, 10 - I3x3
K, 10 - I3x3

Tabla 3: Parametros del Sistema de Control de las Articulaciones

y el problema que se quiere resolver, siempre que las matrices sean definidas positivas. Esto lleva al
sistema a comportarse tal como se muestra a continuaciéon
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Figura 6.2: Comportamiento Controlado de las Articulaciones y el Efector Final

Se observa que el comportamiento de las articulaciones 6 se encuentra acotado y sigue una tra-
yectoria definida gracias al torque 7, que es calculado por la funciéon de control en la Etapa 8 del
modelo en Simulink. Este comportamiento se propaga hacia el efector final, acotando gradualmente
su comportamiento en cada uno de sus ejes de desplazamiento (7,72, 73) = (7, Ty, =), llevandolo a
una posicion especifica. Los resultados permiten concluir que el sistema de control funciona correc-
tamente, sin embargo, este necesita conocer la posiciéon deseada de las articulaciones para
alcanzar un punto deseado, o sea,

1. Se definen la posiciéon y velocidad deseadas en el efector final: ng /07 ng /0

2. Se calcula la cinematica inversa para conocer la posicion deseada en las articulaciones, ademas
de calcular su velocidad: 64, 6,4, algoritmo 3 y ecuacion (3.21)

3. Se calcula el torque utilizando el sistema de control: 7, ecuacion (6.9)

Esto puede ser lento en aplicaciones que trabajan en tiempo real, sin embargo, no es una limitante,
ya que se puede proponer una funcién de control cartesiano que calcule el torque requerido para
que el efector final alcance un punto deseado sin necesariamente calcular la posicion de las
articulaciones utilizando la cinematica inversa.

6.2. Control de Posicion y Velocidad del Efector Final

A menos que un elemento ajeno al robot controle el efector final, este solo puede actuar bajo los
movimientos de las articulaciones, entonces se debe encontrar una relacion dindmica entre ambos
sistemas de coordenadas. Para esto se considera que la aceleraciéon de las articulaciones se puede
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calcular utilizando las ecuaciones (3.21) y (4.2) de la siguiente manera
7:2/0 =J! (

7

70+ (7,76

,
(6.10)
T L (J *;/0)

Este resultado se sustituye en el modelo dindmico de la ecuacion (5.58), que simplificando los tér-
minos, lleva a

D0 17,131 (580 )] 0 (58) 80 0) =

. 6.11

(D1, (CJ—1 - DJ—lij—l) o +BI+G(0) =7+, (040
en este caso, el producto B podria expresarse en términos de la velocidad en el efector final, sin
embargo, el rozamiento viscoso planteado en el modelo dindmico contempla estos efectos
en las propias articulaciones del sistema, por lo que transformarlos a otro espacio de
coordenadas podria ser algo contraproducente, ya que el efector final no solamente se
veria afectado por el rozamiento en las articulaciones, sino también por aquél generado
por su interaccén con el entorno (e.g. el aire). Para estudiar la posicion y velocidad del efector
final, se expresa el resultado anterior como una ecuacién en espacio de estados:

0 _ 20
re/O - Te/O

# =0 ) [T 47— (CT = DI 9 - B - G

T._.g/o _ |03x3 I3x3 7_72/0 i Oixll . n O3x3 03x3 031
0] T L0ss —wryern] |50 F = 7)) [BI 4Gl T lose ()7 4
——" —— —
Zx Ax Zx D (t) Ix Uy ()

Zx = Ayzy + Py (t)—l—IXuCX (t), (612)

donde zx,zx € RS*! son el vector de estados y su derivada en funcién del tiempo; por otro lado,
Ay € RO%6 e5 la matriz de estados, P € R6*! es el vector de no linealidades, Zy € R%*6 es la
matriz de entradas y u., € R6X! es el vector de entradas, del cual se debe encontrar su ecuacion para
poder controlar el sistema. Para ello se considera la relacion entre la posicion y velocidad deseadas

y medidas, esto es
ex (t) = [ep (t)] _ fgd/o _ 7?2/0
ev (t) fffd/o 7:2/0 (6.13)

=Zx; —Zx-

Ya que no se conocen los valores de zy explicitamente, se puede derivar el error en funcién del
tiempo, que para garantizar su estabilidad, en [16], [17] se considera que su evolucién se comporta,

idealmente, como éy (t) = —Kex (t), por lo tanto
/0
éx (1) = —Kex (t) = — 7-;;/ = —iy = —Axzy — Py (t) — Iyu, (1), (6.14)
e/0

donde K € R%%6 es una matriz de ganancia constante y definida positiva para garantizar la
estabilidad asintotica del sistema; esta se define, en submatrices, como en la ecuacion (6.5). De la
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ecuaciéon anterior solo se debe encontrar u., que siguiendo las reglas del algebra lineal, se llega al
siguiente resultado
Uy (1) = 3" [Kex (1) — Axzy — Ox (1)]. (6.15)

Esto puede incluirse en el modelo en Simulink, sin embargo, vale la pena simplificarlo para reducir
el procesamiento en la simulacion, o incluso en un sistema real. Primero, es facil demostrar que la
forma inversa de Zx es

- O3x3  Osxs

I 1 — X X 1

X |:03><3 DJ71 ) (6 6)
que si se utiliza con las ecuaciones (6.12), (6.13) y (6.15), se expande y simplifica la funciéon de
control de la siguiente manera

ey (£) = (033 033 Ky, Kol [ep (1)  [O3x3 I3x3 fg/o _
cx 1033 DJ! K, K, ey (t) O3x3 -9 crtsitgt| |70

7’e/O
_ [03x3  Osx3 Kpep (1) + Kyey ()] 74’2/0 i
_03><3 DJ! Kyep (t) + Kyey (t) [- ) et gt i

Tefo

O3x1

0O3x1
(DJ-1) 7" B+

)

| 03x1 B 013><1 . ) i 031
= DI [Kpep (8) + Kye, (1)] ] [DI {— (DJ-H'csty JIJ—l} Pl T BI+G
03><1 — _ 03><1 . . -
41| T DI Kpe, (8) + Koey (8)] + [CJ‘l —DJ—1J1J—1} 70 +BI+G

(6.17)

Ya que el u. (t) contiene el torque de las articulaciones 7 y el torque de restriccion 7,., se puede
definir completamente el torque en las articulaciones como

T=DJ " |Kye, () + Kye, () — jIJ—l;g/O} +(CT ) +BO+ G — 7, (6.18)

Este resultado es una funcién de Control Proporcional Derivativo con Compensacion de
Gravedad, que se puede utilizar con el modelo mostrado en la figura 5.8, agregando dos etapas

[
mm
[l >—>ts
2] 4
] =
x
] =T
1 e f =
X N [:)-.ﬂqwﬁ: e =
] oG [E—h o]
M (T e ) u. —t
[ ot
t | ot 8.
o 2 B
a l - Velocidad instanténea en el efector final
iy

Figura 6.3: Diagrama de Bloques del Sistema de Control Cartesiano.
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El codigo de estos nuevos bloques se encuentra en el apéndice A.19. Para ejemplificar su funcio-
namiento, se consideran los mismos parametros definidos en las tablas 1 y 2, ademéas de establecer
las condiciones del controlador, las cuales son

Parametro ‘ Valor Numérico
P o | [01135 05208 —1.4082]" [metros|
. .
Teao [0 0 o] [%]
Ky 10 - Igys
Ky 10 - T3xs

Tabla 4: Parametros del Sistema de Control Cartesiano

Las ganancias K, y K, se escogen de acuerdo al robot y el problema que se quiere resolver,
siempre que las matrices sean definidas positivas. Esto lleva al sistema a comportarse tal como se
muestra a continuacion

Posicion de las Arti i Velocidad de las Articulaciones

08 0.1
—0 —0
06 . — 0 0 - 6,
957 93

5 10 15 0 5 10 15
Tiempo [seg Tiempo [seg]

Torque Posicion del Efector Final

—7
—

05 f 754
0

Amplitud [metros]

0 5 10 15 0 5 10 15
Tiempo [seg Tiempo [seg]

Figura 6.4: Comportamiento Controlado de las Articulaciones y el Efector Final

Se observa que el comportamiento de las articulaciones @ y 6 se genera automaticamente al
suministrar el torque 7, quien es calculado por la funcién de control en la Etapa 8 del modelo en
Simulink. Este comportamiento se alimenta del calculo entre la diferencia de la posicién y velocidad
deseadas y medidas en el efector final, quienes gradualmente llegan al punto deseado, que es el mismo
mostrado en la figura 6.2. Si se comparan ambos controladores, el cartesiano calcula un torque sin
sobretiros y esto, automaticamente, desplaza las articulaciones a una posiciéon que permite al efector
final alcanzar su posicion deseada, por lo que el calculo de la cinematica inversa se omite utilizando
este tipo de controlador.
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Apéndices

A.1. Cinematica Directa
function [x, y, z] = cinematicaDirecta(theta, a, 1, p, v)
phi = (2 / 3) * pi;
X/ Variables para almacenar datos sobre los centros instantdneos de rotacidn

c = zeros(3, 3);
w = zeros(1, 3);

/Y Cdlculo del Centro Instantaneo de Rotacion
fori=1:3
/ Coordenadas
c(:, i) = [+sin((i - 1) * phi) * (a + (1 * sin(theta(i))) - p)
-cos((i - 1) * phi) * (a + (1 * sin(theta(i))) - p)
-1 * cos(theta(i))];

/ Suma de los cuadrados de las coordenadas
w(:, i) = c(1, i)~2 + c(2, i)~2 + c(38, i)"2;

end

A/ Vectores unitarios normales a los planos en las esferas

U= [c(1, 2) - c(1, 1) X [ec.z 2 - c_z_1
c(2, 2) - c(2, 1) I c.y.2 - c_y_1
c(3, 2) - c(3, 1]; I c_z.2 - c_z_1]

V= [c(1, 3) - c(1, 1) 7 z.3 - cz_1
c(2, 3) - c(2, 1) I c.y.3 - c_y_1
c(3, 3) - c(3, 1DI; A 2_3 c_z_1]

A% Direccion del vector perpendicular a los unitarios: d = -u ¢ v
d = cross(-U, V);

A% Origen de la recta que interseca las esferas
v0 = [c(1, 2) - c(1, 1), c(2, 2) - c(2, 1)
c(l, 3) - c(1, 1), c(2, 3) - c(2, 1)] \ (0.5 * [w(:, 2) - w(:, 1)
w(, 3) - w(:, D)

X/ Raices de la ecuacidn de la esfera: ©°2 + y™2 + 2°2 - 2 (c_z_i * ¢ + c_y_i ¥y + c_2_% * z) + w_1t

N

Cilculo de los wvalores de z a partir de un polinomio m * 2°2 + n * z + p = 0

m = (d(1) / d(3))~2 + (d(2) / d(3))~2 + 1;
n=2x* ((vO(1) - c(1, 1)) * (d(1) / d(3)) + (vO(2) - c(2, 1)) * (d(2) / d(3)) - c(3, 1));
p = vo(1)~2 + vO(2)"2 - 2 * (c(1, 1) * vO(1) + c(2, 1) * v0(2)) + w(l, 1) - v~2;
z = min( ...
real( ...
roots([m n pl)
) ...
);
I z(z)

x = v0o(1) + (z * (d(1) / d(3)));

1 y(z)
y =v0(2) + (z * (d(2) / d(3)));

end
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A.2.

function Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p)

end

Matriz Jacobiana Geométrica

A1 Angulo de separacidon entre articulaciones

phi

= (2 / 3) * pi;

4/ Inicializa las matrices jacobianas

% Crea matrices vacias NUMERICAS
Jx = zeros(3, 3);
Jtheta = zeros(3, 3);

A/ Itera sobre cada articulacion

for

end

i=1:3

/ Cdlculo de los términos de la matriz

axis = [-cos((i - 1) * phi) -sin((i - 1) * phi) 0]';

r_pi_i = [X(1) - sin((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
X(2) + cos((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
X(3) + 1 * cos(theta(i))];

r_i_ai = [+1 * sin((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1 * cos((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1 * cos(theta(i))];

/4 Matriz jacobiana del efector final
Jx(i, ) =r_pii';

/ Matriz jacobiana de las articulaciones
Jtheta(i, i) = axis' * cross(r_i_ai, r_pi_i);

Jg = Jx \ Jtheta;
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A.3. Cinematica Inversa

function [thetal = cinematicalnversa(Xd, K, theta0, a, 1, p, v, dt)

X/ Condiciones iniciales
theta = thetal;

X/ Iteraciones para delimitar el tiempo de cdlculo
for k = 1 : 1500

/% Cinemdtica directa
[x, y, z] = cinematicaDirecta(theta(:, k), a, 1, p, v);

A% Cdlculo del error
error = Xd - [x y z]';

A% Si el mdzimo error es memor a una milésima
if max(abs(error)) <= le-3

A% La solucién fue encontrada y el ciclo iterativo termina
break;

A% 8% lo anterior mo se cumple,
else

A% Se calcula la matriz jacobiana del robot
J = matrizJacobiana([x y z]', theta(:, k), a, 1, p);

A/ Integral numérica de la ecuacidn
theta(:, k + 1) = theta(:, k) + (J \ (K * error)) * dt;

end
end

end
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A.4. Derivada de una Matriz Jacobiana Geométrica
function dJg = derivadaMatrizJacobiana(X, Jg, theta, dtheta, a, 1, p)

4% dngulo de separacidn entre articulaciones
phi = (2 / 3) * pi;

4/ Inicializa las matrices jacobianas

% Crea matrices vacias NUMERICAS
Jx = zeros(3, 3);
dJtheta = zeros(3, 3);

A/ Itera sobre cada articulacion
fori=1:3

A% Cdilculo de los términos en la matriz
axis = [-cos((i - 1) * phi) -sin((i - 1) * phi) 0]';

/ Posicion y Velocidad de r_pi_1
r_pi_i = [X(1) - sin((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
X(2) + cos((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
X(3) + 1 * cos(theta(i))];
dot_r_pi_i = (Jg * dtheta) - ([+1 * sin((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
-1 * cos((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
+1 * sin(theta(i))] * dtheta(i));

/ Posicion y Velocidad de T_i_at
r_i_ai = [+1 * sin((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1 * cos((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1 * cos(theta(i))];
dot_r_i_ai = [+1 * sin((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
-1 * cos((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
+1 * sin(theta(i))] * dtheta(i);

A% Matriz jacobiana del efector final
Jx(i, ) =r_piii';

A% Parte de la matriz jacobiana de las articulaciones
dJtheta(i, i) = axis' #* (cross(dot_r_i_ai, r_pi_i) + ...
cross(r_i_ai, dot_r_pi_i + Jg * dtheta));

end

4% Derivada de la matriz jacobiana geométrica
dJg = Jx \ (dJtheta - [(Jg * dtheta)' * Jg; (Jg * dtheta)' * Jg; (Jg * dtheta)' * Jgl);

end
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A.5. Velocidad Instantianea de las Articulaciones
function [dot_theta] = velocidadArticulaciones(theta, tmax)

A/ Obtiene el numero de elementos calculados
[m, n] = size(theta);

A/ Calcula el tamano de paso para la derivada numerica
dt = tmax / n;

A/ Inicializa la velocidad con ceros
dot_theta = zeros(m, n);

A/ Itera sobre cada elemento calculado
for k =1 :n -1

/4% Calcula la velocidad de las articulaciones de forma numerica
dot_theta(:, k) = (theta(:, k + 1) - theta(:, k)) / dt;

end

end

62



A.6. Velocidad Instantanea del Efector Final

function [dot_x] = velocidadEfector(theta, dot_theta, a, 1, p, v)

A/ Obtiene el numero de elementos calculados
[7, n] = size(dot_theta);

X/ Inicializa la velocidad con ceros
dot_x = zeros(3, n);

A/ Itera sobre cada elemento calculado
for k =1 :n

A/ Calcula la cinemdtica directa
[x, y, z] = cinematicaDirecta(theta(:, k), a, 1, p, v);

A/ Calcula la matriz jacobiana del elemento actual
J = matrizJacobiana([x y z]', theta(:, k), a, 1, p);

A/ Calcula la velocidad
dot_x(:, k) = J * dot_theta(:, k);

end

end
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A.7. Aceleracion Instantanea de las Articulaciones
function [ddot_thetal] = aceleracionArticulaciones(dot_theta, tmax)

A/ Obtienefunction el numero de elementos calculados
[m, n] = size(dot_theta);

A/ Calcula el tamano de paso para la derivada numerica
dt = tmax / n;

A/ Inicializa la velocidad con ceros
ddot_theta = zeros(m, n);

A/ Itera sobre cada elemento calculado
for k =1 :n -1

/4% Calcula la velocidad de las articulaciones de forma numerica
ddot_theta(:, k) = (dot_theta(:, k + 1) - dot_theta(:, k)) / dt;

end

end
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A.8. Aceleracion Instantanea del Efector Final

function [ddot_x] = aceleracionEfector(theta, dot_theta, ddot_theta, a, 1, p, v)

A/ Obtiene el numero de elementos calculados
[*, n] = size(ddot_theta);

X/ Inicializa la velocidad con ceros
ddot_x = zeros(3, n);

A/ Itera sobre cada elemento calculado
for k =1 :n

A% Cinemdtica directa
[x, y, z] = cinematicaDirecta(theta(:, k), a, 1, p, v);

A/ Calcula la matriz jacobiana del elemento actual
J = matrizJacobiana([x y z]', theta(:, k), a, 1, p);

A% Calcula la derivada de la matriz jacobiana del elemento actual
dJ = derivadaMatrizJacobiana([x y z]', J, theta(:, k), dot_theta(:, k), a, 1, p);

A/ Calcula la aceleracion
ddot_x(:, k) = (dJ * dot_theta(:, k)) + (J * ddot_theta(:, k));

end

end
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A.9. Matrices Jacobianas Geométricas del Cuerpo Rigido /;
function [Jv_1_i, Jw_1_i] = matrizJacobiana_1_i(theta, 1_i)

4% dngulo de separacidn entre articulaciones
phi = (2 / 3) * pi;

X/ Celdas para almacenar las matrices jacobianas
Jv_1_i = cell(3, 1);
Ju_1l_i = cell(3, 1);

A/ Itera sobre cada articulacion
fori=1:3

% Crea matrices vacias NUMERICAS
Jv = zeros(3, 3);
Jw = zeros(3, 3);

/ Cdilculo de los términos de la matriz

axis = [-cos((i - 1) * phi) -sin((i - 1) * phi) 0]';

r_i_ai = [+1_i * sin((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1_i * cos((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
-1_i * cos(theta(i))];

/ Matriz jacobiana de velocidad lineal
Jv(:, i) = cross(axis, r_i_ai);
Jv_1_i{i} = Jv;

/ Matriz jacobiana de velocidad angular
Jw(:, i) = axis;

Jw_1_i{i} = Jw;

end

end
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A.10. Matriz de Rotaciéon del Cuerpo Rigido I;
function R = matrizRotacion_li(theta)

4% dngulo de separacidn entre articulaciones
phi = (2 / 3) * pi;
A/ Inicializa las celdas para almacenar las matrices de rotacidn

R = cell(3, 1);

I/ Itera sobre cada articulacion
fori=1:3
/ Calcula y almacena la matriz de rotacion de 1_1
R{i} = [cos((i - 1) * phi), -sin((i - 1) * phi) * cos(theta(i)), -sin((i - 1) * phi) * sin(theta(i))

sin((i - 1) * phi), cos((i - 1) * phi) * cos(theta(i)), cos((i - 1) * phi) * sin(theta(i))
0 - sin(theta(i)), cos(theta(i))];

s
end

end
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A.11. Tensor de Inercia respecto al Marco Inercial

function I_0 = transformacionInercia(I, R)

A/ Realiza la transformacién con la matriz de rotacidn
I0=R"=*1=*R;

end
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A.

12. Matriz de Inercia del Robot

function D = matrizInercia(X, theta, a, 1, p, m, I)

end

A% Matriz jacobiana geométrica
Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p);

A% Matrices jacobianas de los cuerpos l_1i
[Jv_1_i, Jw_1_i] = matrizJacobiana_1_i(theta, 1);

A/ Matrices de rotacidon de los cuerpos rigidos l_%
R_li = matrizRotacion_li(theta);

A/ Inicializa la matriz de inercia
D = (m(3) + 3 * m(2))* (Jg' * Jg);

4% Itera sobre cada articulacion

for j =1:3
/ Transformacidn de los tensores de inercia
I_m_j_O0 = transformacionInercia(I{1}, R_1i{j});
I_1_j_0 = transformacionInercia(I{2}, R_1i{j});
/ i-ésima matriz de inercia
D =D+ (m(1) + m(2)) = Jv_1_i{j}' = Jv_1_i{j}) .

+ Qv 1_i{j} * (Iim_j_0 + I_1_j_0) * Ju_l

end

6

;i{j});
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A.13. Matriz de Efectos Centrifugos y de Coriolis
function C = coriolis(Jg, dJg, m)

A/ Calcula la matriz

C = (m(3) + 3 *m(2)) * ((dJg' * Jg) + (Jg' * dJg));

end
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A.14. Matriz de Efectos Gravitacionales
function G = matrizGravitacionales(X, theta, a, 1, p, m, g)

A% Matriz jacobiana geométrica
Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p);

A% Matrices jacobianas de los cuerpos l_1i
[Jv_1_i, "] = matrizJacobiana_1_i(theta, 1);

A% Inicializa los efectos gravitacionales
G = (m(3) + 3 * m(2)) * Jg';

A/ Itera sobre cada articulacion
for j=1:3

/ Calcula los efectos gravitacionales de la j-ésima articulacidn
G =G+ m(1) * Jv_1_i{j}'[]

end

/ Multiplica por la aceleracidn gravitacional (y garantiza la direccidn de los cuerpos rigidos)
G=-G * g;

end
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A.15. Torque de Restriccion 7,
function T = constraint(X, theta, a, 1, p, Lambda)

4% dngulo de separacidn entre articulaciones
phi = (2 / 3) * pi;

A/ Matriz jacobiana geométrica
Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p);

A% Inicializa el torque
T = zeros(3, 1);

A/ Itera sobre los centros instantdneos de rotacion
for i =1 : 3
/ Posicion del i-ésimo centro instantdneo de rotacidn
C_i = [ sin((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
-cos((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
-1 * cos(theta(i))];
/ Derivada de la posicidn del centro de rotacidn
Rn_x_r_i_ai = [ 1 * sin((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
-1 * cos((i - 1) * phi) * cos(theta(i))
1 * sin(theta(i))];

A% Itera sobre cada lambda_k (dos ciclos iterativos anidados hacen al cdédigo mds lento)
for k=1:3

/ Calcula la celda (i, k) de la restriccion
if i ==

/ La derivada (d theta_i / d theta_k) = 1
T(i, :) = T(, :) + 2 * (Lambda(k) * (X - C_i)' * (Jg(:, k) - Rn_x_r_i_ai));

else

/ La derivada (d theta_i / d theta_k) = 0
T(i, :) = T(i, :) + 2 * (Lambda(k) * (X - C_i)' * Jg(:, K));

end
end
end

end
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A.16. Coeficientes \
function Lambda = lambda_i(X, theta, dtheta, ddtheta, a, 1, p, m, g, f)

4% dngulo de separacidn entre articulaciones

phi = (2 / 3) * pi;

A% Matrices jacobianas

Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p);

dJg = derivadaMatrizJacobiana(X, Jg, theta, dtheta, a, 1, p);

A/ Aceleracion del efector final
ddX = (dJg * dtheta) + (Jg * ddtheta);

A/ Términos del modelo dindmico cartesiano

b= (m(3) +3*m(2) *xddX - m3) + 3 *m(2) *g - £

A/ Inicializa la matriz que multiplica a Lambda
A = zeros(3,3);

A/ Itera sobre los centros instantdneos de rotacion
for i =1:3
/ Posicién del i-ésimo centro instantdneo de rotacidn
C_i = [ sin((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
-cos((i - 1) * phi) * (a - p + 1 * sin(theta(i)))
-1 * cos(theta(i))];

/ i-ésima fila de la matriz «4» para la ecuacidn
A(d, ) =2 [(X-cC.i)'*[100]', X-C_i)'" *x [010]", (X-C_i)' * [0 0 1]'];

end

/ Calcula los valores de lambda
Lambda = A \ b;

end
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A.17. Bloques del Modelo Dindmico en Simulink
= Etapa 2

function X = cinematica(theta, a, 1, p, v)

ﬁ
v
g

/ Calcula la cinemdtica directa

[x, y, 2] = cinematicaDirecta(theta, a, 1, p, Vv);
cinematica
/ Envia los resultados en un solo vector
X = [x; y; 215

0 o

B3

function Jg = J(X, theta, a, 1, p)

=
»
o

/4 Calcula la matriz jacobiana geométrica
Jg = matrizJacobiana(X, theta, a, 1, p);

%

Jg

ool

function dJg = dJ(X, Jg, theta, dtheta, a, 1, p)

theta

dinetadh dsg
P

/ Calcula la derivada de la matriz jacobiana geométrica
dJg = derivadaMatrizJacobiana(X, Jg, theta, dtheta, a, 1, p); [

e

= Etapa 3

?

=
B
Z
)

function D = inercia(X, theta, a, 1, p, v, m, I_m, I_1)

vy
>

/4 Agrupa los tensores de inercia en una variable tipo celda
I=A{Im I_1}; o 4 .,
/ Calcula la matriz de inercia
D = matrizInercia(X, theta, a, 1, p, m, I); i

et

=
&g

v

&

function C = coriolis(Jg, dJg, m)
/ Calcula la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis -[an] ’mcfﬁis °
C = coriolis(Jg, dJg, m);

g

3
E
v

function G = gravitacionales(X, theta, a, 1, p, m, g)

X Calcula la matriz de efectos gravitacionales
G = matrizGravitacionales(X, theta, a, 1, p, m, g);

0

= Etapa 4
[ D>
function [T, Lambda] = restricciones(X, theta, dtheta, ddtheta, a, 1, p, m, g, f) ! o
[iomota) >—»aneia i
/ Calcula la matriz de efectos centrifugos y de Coriolis [EETD e
Lambda = lambda_i(X, theta, dtheta, ddtheta, a, 1, p, m, g, f); [ >—pe
) P! resticciones
/ Calcula las restricciones cinemdticas B
T = constraint(X, theta, a, 1, p, Lambda); ;“ Lambaa
o
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= Etapa 5

c

n

function ddtheta = dynamics(D, C, B, G, dtheta, tau, T)

B] »e
4 Calcula el modelo dindmico [le1 > > o e
ddtheta = D \ (tau + T - (C + B) * dtheta - G); dtheta

tau

T

ok

(0]




A.18. Bloques del Sistema de Control de las Articulaciones en Simulink

= Etapa 7
function [e_p, e_v] = error(theta, theta_d, dtheta, dtheta_d)
ot
osfo>erl]
/ Error del sistema de control [tneta_a}—»fies a A
e_p = theta_d - theta; e e
e_v = dtheta_d - dtheta; e
= Etapa 8
e
B] B

function tau = control(D, B, C, G, dtheta, T, Kp, Kv, e_p, e_v)

i

[

olee
Y
-
&
B

/ Torque

tau = D * (Kp * e_p + Kv * e_v) + (C + B) * dtheta + G - T; o ko
Mk
»ep

T
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A.19. Bloques del Sistema de Control Cartesiano en Simulink

= Etapa 2
function dX = velocidad(Jg, dtheta)
/ Calcula la velocidad en el efector final
-

dX = Jg * dtheta;

Jg

4

velocidad
th

dineta

dx

» Etapa 7

function [e_p, e_v] = error(X, X_d, dX, dX_d)

/X Error del sistema de control
e.p =Xd - X;

ermor

op

e_v = dX_d - dX;

= Etapa 8

function tau = control(D, C, B, G, dX, dtheta, Jg, dJg, T, Kp, Kv, e_p, e_v)

/ Forma inversa de la matriz jacobiana geométrica
Jinv = Jg \ eye(3);
/ Torque

tau = (D * Jinv) * ((Kp * e_p) + (Kv * e_v) - (dJg * Jinv * dX))
+ (C * Jinv) * dX + (B * dtheta) + G - T;

7
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