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Cuando se modelan sistemas
como circuitos eléctricos,
motores, engranes, etcétera, es
posible que se utilicen los
pardmetros fisicos
proporcionados por sus
fabricantes, pero estos son
obtenidos bajo condiciones
especificas, entonces,
utilizarlos para controlar
sistemas en cualquier ambiente
puede ser contraproducente, ya
que los fendmenos fisicos del
entorno afectan su
comportamiento. Entonces,
;como se pueden estimar
parametros en tiempo real
para controlar un sistema
correctamente?

Puntos Clave

U Estimacién: proceso para encontrar una
aproximacion a un valor real con datos de
entrada (medidos en tiempo real) que pueden
estar incompletos o ser inestables (e.g. valores
que cambian drasticamente)

U Prediccién: es una declaracion rigurosa, a
menudo cuantitativa, que pronostica lo que se
observaria en condiciones especificas
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Estimacion mds que Prediccion

disefiadas a partir de las ecuaciones que modelan un

sistema dinamico, sin embargo, esto suele omitirse en
entornos industriales ya que los controladores actuales
pueden ajustarse automaticamente al estimar parametros
para ajustar la sefial de control en tiempo real.

EN el &mbito académico, las funciones de control u (¢) son
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AAB Omincore ©: controlador adaptable para robots de la marca ABB; permite estimar pardmetros basindose solamente en la medicion de las
variables del sistema. A new era of flexible and digital robot control, ABB Asea Brown Boveri

Es necesario enfatizar que, aunque no se ha establecido for-
malmente la diferencia entre estimar y predecir, es comtn de-
cir que la estimacion aproxima los valores de un sistema
al medir sus variables en tiempo real, mientras que la pre-
diccion toma un conjunto de valores pasados y presentes
para estimar un comportamiento futuro
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Ejemplo de estimacion y prediccion de la frecuencia de vibracion de un ferrocarril. Debido a que la estimacién requiere de valores medidos en
tiempo real, esta puede arrojar un resultado en el primer instante de la simulacién, sin embargo, la prediccién requiere de la recoleccién de datos
pasados para comenzar a mostrar resultados.

Prediction of Modal Parameters of Linear Time-Varying Systems, S. Marchesiello, A. Bellino and L. Garibaldi, 2010. DOL 10.3233/SAV-2010-0542

Estas diferencias pueden ser dtiles al disefar controladores,
ya que el tiempo de respuesta para u(¢) debe ser, en la
mayoria de los casos, instantaneo; por esta razon, en este
articulo profundizaremos en la estimacion de pardmetros, sin
embargo, existen métodos de control y prediccion (como Mo-
del Predictive Control) que pueden utilizarse en sistemas que
requieran acciones correctivas en tiempo real basados en lo
que podria pasar en el futuro, e.g. vehiculos autbnomos.


mailto:contact@zdynamics.org
contact@zdynamics.org
https://bit.ly/zControl
https://bit.ly/zControl
https://bit.ly/RoboticZ
https://bit.ly/RoboticZ
https://new.abb.com/products/robotics/controllers/omnicore
https://doi.org/10.3233/SAV-2010-0542
https://web.stanford.edu/class/archive/ee/ee392m/ee392m.1056/Lecture14_MPC.pdf
https://web.stanford.edu/class/archive/ee/ee392m/ee392m.1056/Lecture14_MPC.pdf

Introduccion
Al estudiar el Control No Lineal se establecid que el sistema dindmico
x=Ax+g(tx) +u(t) @

tiene una senal de control u (¢) que permite eliminar el comportamiento lineal Ax y
estimar el término g (¢,x) a partir de una funcion g (¢), es decir

Estima y elimina
el comportamiento

no lineal
——
u(t)= —Ax  —g(t) +Ke(t), (@)
~—— ——
Elimina el Acota el
comportamiento error

lineal

donde e (t) = x4 — x. Si el comportamiento deseado x4 es invariante en el tiempo,
entonces la ecuacion dindmica del error se define con las ecuaciones (1) y (2)

[Ideaﬁnoente)
. . / \ ~
e(t)=—x=(A-A)x+[g(t) —g(t,x)]-Ke(t). 3)
—_——
g(t,x)—0
(Idealmente)

Se debe considerar que los parametros en la matriz de estados son idealizados,
por lo que la sefal de control propuesta no elimina completamente el com-
portamiento del término lineal en el sistema real. Entonces, ;como se pueden
conocer los parametros reales de esta matriz y asi controlar el sistema correc-
tamente?

Consideremos que la ecuacion (2) realimenta al sistema con la estimacion de los
pardmetros A, esto es

u(t)=—A(t)x—§(t)+Ke(t), @

siendo A (£) una matriz que se ajusta con el tiempo. Entonces, esta sefial de control
se utiliza para reescribir la ecuacion (1):

Xx=Ax+g(t,x) —A(t)x— g (t) + Ke (t)

= - [A(t)—A}x— [§(t) — g(t,x)] + Ke (t) = —A (t)x — § (£, %) + Ke (t). o

También se reescribe la ecuacién (3) como

e(t)=—=x%x=A)x+3g(t,x) —Ke(t). (6)

En ambos resultados, el término A (t) representa la diferencia entre la estimacion
A (t) y el valor real A, cuyo resultado no siempre sera igual a cero

A)=A@t)—A = A@t)=A(). ?

Para garantizar la convergencia de x (t), esta estimacion debe ser, al menos, semi-
definida positiva, i.e. sus eigenvalores deben cumplir con:

Ai >0 (8)

coni = 1,2,---m, siendo m el nimero de estados del sistema, que es igual al ni-
mero de filas y columnas de las matrices A, A y A. Por otra parte, la estimacion de
un parametro puede ser obtenida a partir de la Funcion Candidata de Lyapunov, e.g.
la estimacién de g (t,x) se obtuvo a partir del producto 37 (¢, x)7 §(t,x), sin em-
bargo, el uso de ese término solo es itil cuando se busca estimar un vector, ya
que da como resultado un escalar. Entonces, 3c6mo se define y opera la Funcién

Candidata de Lyapunov cuando se pretende estimar una matriz?

#MasQueTeoria

U Un modelo en espacio de estados es
aquél con un conjunto de variables de
entrada, salida y estado, las cuales se
relacionan entre si mediante ecuacio-
nes diferenciales de primer orden

N
o] lows ot L o) L

Cuando se utiliza una sefial de con-
trol u (¢), se asume que esta elimina
el comportamiento que generan cada
uno de los términos del sistema, e.g.
w1 elimina el comportamiento natural
del sistema generado por la expresion
1,121+ -+ a1mTm + 01

O Aungue los términos a; ; y g; pueden
definirse con constantes y funciones
respectivamente, es complicado es-
tablecer su valor con exactitud, por
lo que en sistemas reales, u (¢) no
elimina el comportamiento natural
del sistema por completo, i.e. al uti-
lizar la sefial de control definida en
la ecuacién (2), los valores en A y
g (t,x) pueden cambiar de acuerdo
a las condiciones del entorno don-
de se encuentre, porque son afecta-
dos por fenémenos fisicos como tem-
peratura, presién, humedad, etcétera

U La Funcién Candidata de Lyapunov es
una funcién cuadratica escalar. Pa-
ra definirla a partir de una ecuacion
en espacio de estados, se considera
que sus términos vectoriales 1 (¢) pue-
den incluirse en la funcién como

V() = 5r ()0

donde r(t)" es la forma transpues-
ta del vector r (¢); sin embargo, una
matriz no puede ser operada de esta
manera, ya que daria como resultado
otra matriz

#DatoDeAmor

Tal como ocurre con los vectores, la for-
ma cuadratica de una matriz con dimen-
siones m X m se puede expresar como

ipero su resultado no es un término
escalar, sino otra matriz con las mis-
mas dimensiones! Por lo que no puede
ser utilizada directamente en una Fun-
cién Candidata de Lyapunov si existieran
matrices a las que se busque estudiar su
estabilidad ~
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#MasQueTeoria

U Existen operadores que permiten
obtener términos escalares a partir
de una matriz, que dan como resul-
tado un pardmetro escalar, pero con
un significado geométrico o fisico,
estos son:

e Determinante: esta relaciona-
do con el drea o volumen de una
region. En particular, el determi-
nante de una matriz refleja como
una transformacion lineal asociada
puede escalar o reflejar objetos

e Eigenvalores: estdn asociados a
un eigenvector, el cual representa

la direccion en la que se estira un
cuerpo debido a una transforma-
ci6on lineal, mientras que el eigenva-
lor es la amplitud del estiramiento

e Traza: matematicamente es la su-
ma de los elementos en la diagonal
de una matriz, sin embargo, su sig-
nificado fisico varia de acuerdo a su
aplicacion. En sistemas de control,
representa la suma de los eigenvalo-
res de una matriz

#DatoDeAmor

El producto AT A da como resultado
una matriz con una diagonal con tér-
minos cuadraticos:

Z;r;l azz,m

por lo tanto, utilizar su determinan-
te o sus eigenvalores en la ecua-
cion (9) darian como resultado tér-
minos escalares que no necesaria-
mente seran cuadraticos, entonces
se considera obtener su traza, ya que
esta toma los términos cuadraticos en
la diagonal principal y los suma sin
modificar el orden o valor en ellos:

tr (ATA> = i i aij.

j=1i=1

Con esto, la Funcién Candidata de Lya-
punov de una matriz A se define co-

tr (ATA)

(af 1+ +al.)

<
I/~
>t
~——
I
DN = N =

que se considera como la suma de la
forma cuadratica de cada uno de los
términos en la matriz A

Estimacion de Parametros de una Matriz

Al igual que se analiz6 la ecuacion que permite estimar el término no lineal g (¢, x),
es posible utilizar una Funcion Candidata de Lyapunov para obtener A (t)

{eTe +ilg+f (ATA)} , (9)

ha) -}

donde f (ATA) representa a una funcion escalar obtenida a partir de la forma
cuadratica de A; ademads, su derivada en funcion del tiempo es
1%4 (e,A,g) =ele+gTg+f (ATA) . (10)

Posteriormente se sustituye la ecuacion (6), lo que da como resultado

V(eA5) = eTAx+eTg(t,x) — eTKe (1) + 75+ f (ATA)

Garantiza la =0=f (ATA) =—eTAx
estabilidad asintética (1)
—~ =

=— eTKe + eTg(t,x)+ 375 + eTAx+f (ATA>
—_

=0 = §(t,x)=—e(t)

Para considerar que e (t) es asintoticamente estable, la matriz K debe ser definida

positiva; asimismo, A (¢) y g (¢,x) pueden calcularse al considerar que los tér-
minos sefialados son iguales a cero. Ya que g (¢,x) es conocido, se debe definir a

I (ATA>, asumiendo que el operador f (-) representa la traza de una matriz tr (-),
esto es

tr (ATA) = —eTAx. (12)

Una de las propiedades de los términos escalares obtenidos a partir del producto
vI'Mw (donde v y w son vectores, mientras que M es una matriz) es que su resultado
es el mismo que al obtener su traza, es decir

=1 j=1 (13)
=21 (a11€1 4+ + am,16m) +
et Ty (al,mel 4+ am,mem) ;
entonces, la ecuacion (12) se reescribe de la siguiente manera
tr <ATA> = —tr (GTAX>
. . (14)
tr (ATA) +tr (eTAX) =0

Se debe destacar que la traza del producto entre dos o méas matrices es conmuta-
tiva, es decir, tr (v'Mw) = tr (wv'M); ademés, la suma tr (D) +tr (F) = tr (D + F)
, por lo tanto, la ecuacion anterior se convierte en

tr (ATA) + tr (xeTA) =0
tr (ATA + XCTA) =0 (a5)
tr ((AT + XeT) A) =0

La forma mas simple para que se cumpla la igualdad en la ecuacién anterior es
considerar que

AT+X€T:O:> A:A:—e(t)x(t)T, (16)

lo que da como resultado una matriz que estima el valor de A conforme el tiempo

avanza, pero, si f (ATA) = 0, 3;la estimacion nunca sera asintéticamente estable?




(Brevisimo) Analisis de de Sistemas Variantes en el Tiempo

Este andlisis permite demostrar la estabilidad asintética para sistemas que varian en
el tiempo; esta basado en el Lema de Barbalat, el cual enuncia que

“Si f (t) tiene un limite finito cuando t — oo y f (t) es uniformemente continua (o
f (t) estd acotada), entonces f (t) — 0 cuando t — c0.”

Esto significa que f (t) sera asintoticamente estable si f (t) y f (t) se encuentran
acotadas, ademas que f (t) debe estar acotada al ser integrada en su forma cuadrati-

ca, i.e. la integral f0+oo F (@) dt, f0+°o FOTF@)dto f0+oo tr (f O (t)) dt debe

existir. Con toda esta teoria, 3c6mo se puede demostrar que una funcién variante
cumple con las condiciones anteriores?

U Funcién Acotada: se asume que u (¢) acota el comportamiento del sistema
dindmico, por lo tanto esta acotara todos los términos en un sistema dina-
mico, e.g. al utilizar la estimacion A (¢) en la seal de control, esta se encuen-
tra acotada debido a u (t)

U Funcién Integrable en Forma Cuadratica: tal como se mostrd en el Anélisis
de Estabilidad, la Funcion Candidata de Lyapunov puede definirse a partir
de una integral en funcion de la variable de estado x, cuyo resultado es
definido positivo debido a la naturaleza de las funciones cuadraticas. Asimis-
mo, para garantizar que el sistema es asintGticamente estable, esta debe estar
acotada cuando es integrada en funcién del tiempo, es decir

+oo
V(1) = / F () dt < oo a7

asumiendo que analizamos la estimacion A (t), si estd acotada, entonces se
puede calcular la integral de su forma cuadréitica numéricamente vy, si esta
también se encuentra acotada, la estimacion es asintoticamente estable.

Para visualizar el comportamiento de la estimacion, se utilizaran las ecuaciones (3),
(1) y (16), asi como los siguientes parametros del sistema dindmico:

~ ) A1 = 10,1053 + 0,18444 —0,8649

A _ |0,1022 0,3192} 2 (0) = [ }
" YA =0,1053 — 0,1844i ~0,0301

= |-0,2414 0,3129

Se observa que x () alcanza el punto deseado x4 = [—0,1649 0,6277)" ya que § (t)
y A (t) estiman los valores de sus términos correspondientes, pero solamente acotan
su comportamiento a través de g (¢,x) y A (t); sin embargo, e (t) converge.
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Cuando dnicamente se estimaba el término no lineal, § (¢,x) era igual a cero, ya
que § (t) eliminaba el comportamiento real, sin embargo, esto no siempre ocu-
rrira ya que el calculo de las estimaciones, utilizando la ecuacion (9), garantiza
que los resultados haran que la ecuaciones (9) y (1) seran definida positiva y
negativa respectivamente, lo que asegura la estabilidad asintética del sistema.

#MasQueTeoria

U Los Sistemas Variantes en el Tiempo

son aquellos cuya respuesta de salida
depende del momento de aplicacion
y medicién de la sefal. Los sistemas
que varfan en el tiempo responden de
manera diferente a la misma entrada
en diferentes momentos

Las Funciones Adaptables evolucionan
en el tiempo y se adaptan a un siste-
ma basadas en sus sefiales de entra-
da, e.g. la estimacion § (t) evoluciona
debido a e (t) hasta encontrar el va-
lor real de g (¢,x), o se ajusta para
que g (t,x) sea un vector con valo-
res negativos, lo que permite acotar el
comportamiento natural de x ()

#DatoDeAmor

Para ejemplificar el Lema de Barbalat, su-
pongamos que f (t) representa la posi-
cién de un vehiculo; esta seria asinto-
ticamente estable si estuviera acotada
en cualquier instante, i.e. el vehiculo se
mantiene dentro de un camino o carril,
ademés que su velocidad f (t) pudiese
ser calculada durante todo el trayecto;
entonces, la posicion f (¢) alcanzaria un
punto de equilibrio cuando la velocidad

f(t)=0

Conclusion

Estimar pardmetros utilizando una Fun-
cién Candidata de Lyapunov es muy sen-
cillo y, aunque no se profundizé en el
Analisis de Estabilidad de Sistemas Va-
riantes en el Tiempo, la simulacién nu-
mérica muestra que la ecuacion (g) es de-
finida positiva, mientras que ecuacion (11)
es definida negativa:

iEsto significa que el error y las es-
timaciones son asintéticamente esta-
bles! =
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